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Дифференциальное исчисление функции одной переменной

Производная и ее вычисление

Понятие производной. Механический смысл производной


Пусть ф-ция  
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Опр. Если 
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Если ф-ция 
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Пример. Найти производную ф-ции 
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Односторонние производные


Опр. Если ф-ция 
[image: image29.wmf]()

yfx

=

 определена в т.
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Аналогично оределяется правосторонняя производная
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Из теоремы об односторонних пределах следует, что ф-ция 
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Опр. Если ф-ция 
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Геометрический смысл производной


Пусть ф-ция 
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Опр. Предельное положение секущей 
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Обозначим через 
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Т.о. если 
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Уравнение прямой, проходящей через заданную точку 
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Опр. Прямая, проходящая через т. 
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Уравнение нормали будет иметь вид:
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Пример. Составить ур-ие касательной и нормали к графику ф-ции 
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Найдем 
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Основные правила нахождения производной

Вычисление производной, исходя из определения производной

1. Пусть 
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2. Пусть 
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5. Пусть 
[image: image96.wmf](

)

(

)

log,0,

a

fxxx

=Î+¥

.


[image: image97.wmf](

)

(

)

000

0

log1

log

loglog

limlimlim

log

1

lim

lnln

a

a

aa

xxx

a

x

x

xx

xxx

x

x

fx

xxx

e

x

xxaxax

D®D®D®

D®

D

æö

+D

+

ç÷

+D-

èø

¢

====

DDD

D

==

D



[image: image98.wmf](

)

1

ln

x

x

¢

=


Производная суммы, произведения и частного

Теорема Пусть  ф-ция  
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В частности 
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Итак, постоянный множитель можно выносить за знак производной
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Самостоятельно: используя формулу 
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Производная сложной функции

Теорема.  Пусть ф-ция 
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Пример. Найти производную ф-ции 
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Пример. Найти производную ф-ции 
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Производная функции 
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Применим метод логарифмического дифференцирования. 

Прологарифмируем обе части равенства 
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Возьмем от обеих частей равенства производные по переменной х, при этом производную от 
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Формула получена при x > 0, но и при x < 0 производная находится по такой же формуле.

Производная обратной функции

Теорема. Пусть ф-ция 
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т.е. производная обратной ф-ции равна обратной величине производной данной ф-ции.
На основании приведенной теоремы можно получить производные для обратных тригонометрических ф-ций.
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Получим первую из приведенных формул:

 Пусть 
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, что и требовалось доказать.
Таблица производных основных элементарных функций
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Таблица производных сложных функций 
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Примеры
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Логарифмическое дифференцирование

Функцию вида 
[image: image171.wmf](
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, содержащую переменную величину как в основании, так и в показателе степени, называют степенно-показательной. Для нахождения производной такой ф-ции применяют так называемое логарифмическое дифференцирование. Для этого прологарифмируем исходную ф-цию:
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. Производную правой части найдем по формуле производной произведения, причем второй сомножитель тоже сложная ф-ция
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Отсюда 
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Примеры
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Дифференциал

Понятие дифференцируемой ф-ции и дифференциала

Опр. Пусть ф-ция 
[image: image180.wmf]()
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 определена в т. х0 и некоторой ее окрестности. Ф-ция 
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 называется  дифференцируемой в т. х0 , если ее приращение в этой точке 
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где А – некоторая константа, 
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 - б.м. более высокого порядка малости, чем Δх при 
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Опр. Линейная относительно Δх часть Δу дифференцируемой ф-ции называется дифференциалом ф-ции 
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и тогда приращение Δу дифференцируемой ф-ции запишется в виде 
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Теорема. Для того, чтобы ф-ция 
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 была дифференцируемой в т. х0, необходимо и достаточно, чтобы эта ф-ция имела в т. х0 производную 
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Геометрический смысл дифференциала


Пусть ф-ция 
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 определена в некоторой окрестности т. х0 , а в самой т. х0 дифференцируема. Дифференцируемость равносильна 
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 производной, а 
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 производной равносильно 
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 касательной к графику ф-ции в т. 
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Т.о. дифференциал в т. х0 равен приращению ординаты касательной в т. 
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 графика ф-ции.
Применение дифференциала к приближенным вычислениям


Еще раз подчеркнем, что при замене 
[image: image203.wmf]y

D

 на 
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 получающаяся погрешность оказывается б.м. более высокого порядка малости, чем 
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Итак 
                       
[image: image206.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00000

fxdfxfxxfxfxx

¢

D»Þ+D»+D

.

Полученное приближенное равенство широко используется в приближенных вычислениях.

Пример. Найти приближенно 
[image: image207.wmf]101


Решение. Требуется найти значение ф-ции 
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 в т.101.


В качестве х0 удобно взять 100, 
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Пример. Вычислить приближенно 
[image: image213.wmf](

)

2

2.96

2.965

-

.

Решение. Требуется найти значение ф-ции 
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В качестве х0 удобно взять 3.
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Пример. Вычислить 
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Требуется найти значение ф-ции 
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В качестве х0 удобно взять 450 .
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Основные правила дифференцирования

Таблица дифференциалов


Т.к. нахождение дифференциала ф-ции 
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, формулы для дифференциала суммы, произведения и частного имеют тот же вид, что и соответствующие формулы для производной:
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На основании таблицы производных простых элементарных ф-ций запишем таблицу дифференциалов:
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Дифференциал сложной функции

Пусть функции 
[image: image245.wmf](
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 определяют сложную ф-цию 
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.

Для такой ф-ции независомой переменной является 
[image: image247.wmf]t

 и поэтому по формуле для дифференциала ф-ции независимой переменной будем иметь
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По формуле производной сложной ф-ции 
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Полученная формула для дифференциала сложной ф-ции по форме записи совпадает с формулой для дифференциала ф-ции 
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 независимой переменной х. Т.о. форма записи 
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 дифференциала ф-ции 
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 не зависит от того является ли х независимой переменной или является ф-цией новой переменной. Это св-во носит название св-ва инвариантности формы записи дифференциала.
Производные высших порядков

Пусть ф-ция 
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 имеет производную на некотором множестве Х. Тем самым на этом множестве определена новая ф-ция 
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Опр. Если 
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Опр. Если 
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 производная от производной 
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Аналогично вводится производная 
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Пример 1. 
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Например 
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Пример 2. 
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Сначала находим 
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Дифференцирование функций, заданных параметрически

Пусть ф-ция задана параметрически
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Требуется найти 
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Иногда, чтобы подчеркнуть, по каким переменным берутся производные, формулу записывают в виде:
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Пример. Составить ур-ие касательной и нормали к астроиде 
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Решение. 
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Дифференцирование неявной функции
Опр. Ф-ция 
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 называется неявной ф-цией независимой переменной х, если она задана ур-ием 
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Для нахождения производной 
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обе части равенства 
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Основные теоремы дифференциального исчисления


Знание производной 
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 часто позволяет делать заключение о поведении самой ф-ции 
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. Эти заключения основываются на следующих теоремах:

Теорема 1 (о связи непрерывности и дифференцируемости функции). Если функция 
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 дифференцируема в т. х0 , то она непрерывна в этой точке.
Теорема 2. Пусть ф-ция 
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По теореме о пределе в некоторой окрестности т.х0 выполняется неравенство
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Если 
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Таким образом при переходе через т.х0 слева направо значения ф-ции 
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Аналогично доказывается теорема для случая 
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Теорема 3. (теорема Ферма). Пусть ф-ция 
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 определена на промежутке 
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 и в некоторой т. х0 промежутка 
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 принимает наибольшее(наименьшее) значение. Тогда , если в т. х0 ф-ция имеет производную, то 
[image: image315.wmf](

)

0

fx

¢

=

 она равна нулю.

Теорема Ферма имеет простую геометрическую иллюстрацию: если в некоторой т. х0 промежутка 
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 ф-ция  принимает наибольшее(наименьшее) значение  и 
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 производная, то касательная к графику ф-ции в т. х0 будет параллельна оси ОХ.
Заметим, что в т. наибольшего(наименьшего значения ф-ции), эта ф-ция может и не иметь производной. График такой ф-ции не имеет в соответствующей т. касательной.

Теорема 4 (теорема Ролля). Пусть 

1) ф-ция 
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 определена  и непрерывна на промежутке  
[image: image319.wmf][

]

,

ab

,
2) 
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  конечная производная 
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3) на концах промежутка 
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 ф-ция принимает равные значения 
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Тогда внутри промежутка 
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Заметим, что при выполнении условий теоремы Ролля 
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 может обращаться в ноль в нескольких точках промежутка 
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Следствие. В частном случае, когда , смысл теоремы Ролля в том, что между нулями дифференцируемой ф-ции лежит, по крайней мере, один ноль ее производной.

Теорема Лагранжа. Пусть 

1) ф-ция 
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 непрерывна на промежутке  
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2) 
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  конечная производная 
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тогда внутри промежутка 
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Дадим геометрическую иллюстрацию теоремы Лагранжа  
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Теорема Лагранжа утверждает, что на графике ф-ции 
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 касательная к которой параллельна хорде АВ, соединяющей граничные т. графика. Таких точек на графике может быть несколько.

Замечание 1. Теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа при 
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Замечание 2. Применим теорему Лагранжа к ф-ции 
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  или 
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Это равенство принято называть формулой конечных приращений Лагранжа.
Теорема (Коши). Пусть 

1) ф-ции 
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 непрерывны на промежутке  
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  конечные производные 
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Тогда внутри промежутка 
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Заметим, что теорема Лагранжа следует из теоремы Коши при 
[image: image356.wmf](
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Правило Лопиталя раскрытия неопределенных выражений
Раскрытие неопределенностей вида 
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Теорема. Пусть 

1) ф-ции 
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  определены  и непрерывны в некоторой окрестности  т. х0 за исключением, быть может самой т. х0.
2) 
[image: image360.wmf](

)

(

)

00

lim0,lim0

xxxx

fxgx

®®

==


3) 
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  конечные производные 
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тогда если   существует 
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Т.е при выполнении перечисленных условий предел отношения ф-ций совпадает с пределом отношения их производных.


При раскрытии неопределенностей следует сочетать применение правила Лопиталя с использованием таблицы эквивалентных величин, чтобы упростить исходное выражение.
Напомним, что если 
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Пример 1. Найти предел 
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Замечание 1. Теорема верна и при 
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Замечание 2. Может оказаться, что при использовании правила Лопиталя отношение 
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 тоже будет неопределенностью вида 
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Пример 2. Найти придел 
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Правило Лопиталя использовалось дважды.

Пример 3. Найти придел 
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Пример 4. Найти придел 
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Пример 5. Найти придел 
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Раскрытие неопределенностей вида 
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Теорема. Пусть 

1) ф-ции 
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  определены  и непрерывны в некоторой окрестности  т. х0 за исключением, быть может самой т. х0.
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  производные 
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тогда если   существует 
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Т.е при выполнении перечисленных условий предел отношения функций совпадает с пределом отношения их производных.

Пример 1. Найти предел
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Пример 2. Найти 
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)

(

)

2

12

lim1,

lnlnln

limlimlim...lim

1!

x

n

x

xxxxn

nnn

xxxx

a

anN

x

aaaaaaa

xnxnnxn

®±¥

--

®±¥®±¥®±¥®±¥

>Î

¥¥¥

æöæöæö

=====+¥

ç÷ç÷ç÷

¥¥-¥

èøèøèø


Показательная ф-ция 
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 при 
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Пример 3. Найти предел
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Степенная  ф-ция 
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[image: image399.wmf]x

®+¥

 растет быстрее, чем логарифмическая 
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Пример 4. Найти
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Раскрытие неопределенностей вида 
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Каждую из этих неопределенностей можно свести к неопределенности вида 
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Пример 1. Найти предел


[image: image406.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

222

2

2

22

2

ln2

2

limcosln20limlim

1

sin1

cos

cos

2cos4cossin

limlim0

22

xxx

xx

x

x

xx

x

x

x

xxx

x

ppp

pp

p

p

p

p

®®®

®®

-

-

¥

æö

-

×-×¥=×=×=

ç÷

-®-

¥

èø

==

--


Пример 2. Найти предел
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[image: image408.wmf](
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Пример 1. Найти предел
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Неопределенности вида 
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Пример 1. Найти предел
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Пример 2. Найти предел
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Пример 3. Найти предел
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Исследование функций и построение графиков

Исследование функций на монотонность

Теорема. Для того, чтобы дифференцируемая ф-ция 
[image: image418.wmf](
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 была возрастающей на промежутке 
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 необходимо и достаточно, чтобы производная в каждой т. 
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 была положительной
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(касательная к кривой 
[image: image424.wmf](
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 в каждой т. 
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 образует острый угол с осью ОХ).

Теорема. Для того, чтобы дифференцируемая ф-ция 
[image: image426.wmf](
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 была убывающей на промежутке 
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 необходимо и достаточно, чтобы производная в каждой т. 
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 была отрицательной 
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(касательная к кривой 
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 в каждой т. 
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 образует тупой угол с осью ОХ).

Пример. Определить промежутки, на которых ф-ция 
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 возрастает и убывает.

Решение. 
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Точки локального экстремума функции

Опр. Функция 
[image: image438.wmf](
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 имеет в т. х0 локальный  максимум, если для всех х из некоторой окрестности т. х0  выполняется неравенство 
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 Опр. Функция 
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 имеет в т. х0 локальный  минимум, если для всех х из некоторой окрестности т. х0  выполняется неравенство 
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Точки локального минимума и максимума называются точками локального экстремума функции.
Замечание. Локальные экстремумы не следует путать с наибольшим и наименьшим значением ф-ции.
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Теорема. (необходимое условие локального экстремума)
 
Если ф-ция 
[image: image449.wmf](
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 имеет в т. х0 локальный экстремум, тогда 
[image: image450.wmf](
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 либо не существует.
Опр. Внутренние точки из области определения ф-ции 
[image: image451.wmf](
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 в которых 
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 или не существует, называются критическими точками 1-го рода.

Замечание. Из теоремы следует, что точки локального экстремума следует искать среди критических т. 1-го рода. Это не означает, что в критической т. обязательно будет экстремум.
Пример. 
[image: image453.wmf]32
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 - критическая т. первого рода, но не экстремум.
Теорема. Первое достаточное условие локального экстремума.


Если при переходе через критическую точку 1-го рода производная 
[image: image454.wmf](
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 меняет свой знак, то в критической точке ф-ция имеет экстремум. При этом, если знак меняется с «+» на «-» - максимум в точке, если с «-»   на «+»  - минимум.

Замечание. Если знак производной в критической точке не меняется, то экстремума в этой точке нет.
Схема исследования ф-ции 
[image: image455.wmf](
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 на экстремум

1) Находим область определения ф-ции, чтобы выявить точки разрыва.

2) Находим первую производную ф-ции 
[image: image456.wmf](
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 и из условия 
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 или не существует, находим координаты критических точек (точек возможного экстремума ф-ции).

3) Наносим критические точки и точки разрыва ф-ции на числовую прямую и определяем знак первой производной в окрестности каждой критической точки (строим таблицу знаков первой производной) . При этом определяем интервалы возрастания и убывания ф-ции. 

4) Делаем вывод о наличии экстремума в каждой критической точке по смене знака первой производной.

5) Вычисляем значение ф-ции в критических точках, наносим их на координатную плоскость и указываем характер поведения ф-ции (вид экстремума).

Замечание. Точки, в которых ф-ция терпит разрыв или граничные точки области определения не могут являться точками экстремума.

Пример. Исследовать на экстремум функцию   
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2) находим 
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 Находим критические точки, корни производной 
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3) разбиваем критическими точками ось ОХ на промежутки и смотрим знаки производной в каждом из промежутков
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 -локальный максимум
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интервалы монотонности ф-ции: 

ф-ция возрастает  
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Пример. Исследовать на экстремум ф-цию 
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 критические точки 
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Теорема. Второе достаточное условие экстремума ф-ции.


Пусть ф-ция 
[image: image491.wmf](
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 определена в т. х0  и в некоторой окрестности этой точки.При этом она дважды дифференцируема и 
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 имеет в т. х0  локальный минимум,
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Асимптоты графика функции

При исследовании функции на бесконечности (
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) или в точках разрыва второго рода часто оказывается, что график ф-ции приближается к той или иной прямой. Такие прямые называются асимптотами. Асимптоты бывают вертикальными, горизонтальными и наклонными.

Опр. Прямая 
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 называется вертикальной асимптотой графика ф-ции 
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, если хотя бы один из пределов 
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 бесконечности. (т. х = а  - точка разрыва 2-го рода).
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 х = 0 – вертикальная асимптота (х=0 – точка разрыва 2-го рода).

Опр. Прямая 
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 называется горизонтальной асимптотой графика ф-ции 
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 у = 0 –горизонтальная асимптота.( 
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Опр. Прямая 
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 называется наклонной асимптотой графика ф-ции 
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Теорема. Для того, чтобы график ф-ции 
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 необходимо и достаточно, чтобы существовали два предела
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Схема нахождения вертикальной асимптоты:

1)Находим область определения ф-ции.

2) Если т. х0 является точкой разрыва ф-ции или граничной точкой области определения, то находим односторонние пределы ф-ции при 
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3) Если хотя бы один из односторонних пределов окажется равным бесконечности, то прямая х = х0 – вертикальная асимптота.

Схема нахождения наклонной (горизонтальной) асимптоты:

Ищем 
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Если хотя бы один из этих пределов окажется равным бесконечности или не будет существовать, то наклонных асимптот нет.


Если 
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, то возможно существование горизонтальной асимптоты 
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Пример. Найти асимптоты для графика ф-ции 
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1) вертикальная асимптота 
[image: image528.wmf]0

x

=



[image: image529.wmf]2

00

2

00

233

lim

0

233

lim

0

x

x

xx

x

xx

x

®-

®+

+--

==+¥

-

+--

==-¥

+


2) горизонтальных асимптот нет

3)наклонная асимптота
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Схема полного исследования функции и построение ее графика

1) Найти ОДЗ и т. разрыва

2) Исследовать ф-цию на четность, нечетность и периодичность

3) Найти односторонние пределы в т. разрыва (вертикальные асимптоты) и в граничных точках области определения (горизонтальные асимптоты)

4) Найти наклонные асимптоты

5) Исследовать ф-цию на монотонность и экстремум

6) Найти точки пересечения с осями координат
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1) ОДЗ:
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2) ф-ция не является ни четной, ни нечетной 

3) х = 1 – вертикальная асимптота
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горизонтальных асимптот нет
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4) наклонные асимптоты
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Предельные величины в экономике

Теоретический анализ разнообразных явлений экономики использует ряд предельных величин. Перечислим лишь отдельные из них: предельная стоимость, предельные издержки, предельный доход, предельная производительность, предельная полезность, предельная склонность к потреблению. Все эти величины самым тесным образом связаны с понятием производной. В качестве характерного примера рассмотрим предельные издержки.


Пусть y(x) – затраты на изготовление х экземпляров некоторого продукта. Тогда y’(x) выражает скорость изменения затрат при изменении количества продукта. Эта производная называется предельной (маржинальной) стоимостью.

Пример 1. Зависимость между издержками продукции у и объемом выпускаемой продукции х на предприятии выражается функцией
[image: image547.wmf]1050

yx
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. Определить предельные издержки при объеме продукции х=100 единиц.

Решение. Предельные издержки выражаются производной y’(x). При х=100 предельные издержки составят y’(x)=10. Это означает, что при данном уровне производства (количестве выпущенной продукции 100 единиц) на выпуск единицы дополнительной продукции необходимы дополнительные затраты в 10 денежных единиц. 


Пример 2. Зависимость издержек производства одного из предприятий от объема выпускаемой продукции х выражается формулой
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Определить средние и предельные издержки при объеме продукции х = 15 ден. ед.

Решение. Функция средних издержек на единицу продукции определяется по формуле
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 или в нашем случае
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Предельные издержки y’(x) определяются по формуле
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Откуда при х = 15 получаем 
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Иными словами, при средних издержках на производство единицы продукции в 33.25 ден ед. дополнительные затраты на производство единицы продукции составят 19.75  ден.ед. и не превысят средних издержек.


Как видим, предельная величина характеризует не состояние (как суммарная или средняя величина), а процесс, изменение экономического объекта. Таким образом, предельная величина выступает как скорость изменения некоторого экономического объекта (процесса).


Помимо предельных издержек с помощью производной могут быть определены предельный доход, предельная стоимость, предельный спрос, предельная выручка, предельная производительность ресурса и другие предельные величины.


В экономической теории предельные (маржинальные) величины y’(x) принято обозначать Му(х). Буква М – первая буква слова «маржинальный» (переводится на русский язык словом «предельный»).


Определение предельных величин с помощью понятия производной позволяет использовать математический аппарат для доказательства экономических законов. Рассмотрим некоторое применение дифференциального исчисления в экономической теории.


Пусть х – количество реализованного товара, R(x) функция дохода, C(x) – функция издержек (затрат на производство товара). Вид этих функций зависит от способа производства, оптимизации инфраструктуры и т.п. Обозначим функцию прибыли за П(х). Тогда П(х).= R(x) - C(x).


Очевидно, оптимальным уровнем производства является тот, при котором прибыль максимальна, т.е. такое значение выпуска х, при котором функция П(х имеет максимум. По теореме Ферма в этой точке 

П’(х)=0.

Но П’(х).= R’(x) – C’(x).
Поэтому R’(x) = C’(x), т.е. если уровень выпуска х является оптимальным для производителя, то МR(x)= МC(x), где МR(x) – предельный доход, а МC(x) – предельные издержки.


Получили известное в микроэкономике утверждение:

Для того, чтобы прибыль была максимальной, необходимо, чтобы предельный доход и предельные издержки были равны.
Использование в конце Х1Х в. Предельных (маржинальных) величин полностью изменило способы анализа и предмет экономической теории. Экономисты для вывода экономических законов стали охотно прибегать к математическим доказательствам. Произошедшие в результате этого изменения были столь значительны, что их впоследствии назвали маржинальной революцией.

Пример 3. (Оптимизация прибыли) Пусть функция  дохода от количества реализуемого товара х выражается формулой R(x) = 16 х – х2, а функция затрат на производство товара – формулой C(x) = х2 +1. Определить оптимальный уровень производства и прибыль, которая при этом достигается.

Решение.  Прибыль определяется формулой

П(х).= R(x) - C(x),

Откуда

П(х)=16х - 2х2 – 1.

Приравнивая производную прибыли П’(х).= 16 – 4 х нулю, получаем х = 4. Проверка показывает, что эта точка является точкой максимума. Таким образом, оптимальный уровень производства х = 4. При этом значении максимальная прибыль составит Пmax = 31.

Пример 4. (Оптимизация налогообложения предприятий). Пусть, как и в предыдущем примере, функция дохода от количества реализованного товара х выражается формулой R(x) = 16 х – х2, а функция затрат на производство товара – формулой C(x) = х2 +1. Определить оптимальный уровень налога с единицы реализованного товара и прибыль предприятия, которая при этом достигается.

Решение. Пусть t (tax) – налог с единицы выпускаемой продукции. Тогда общий налог с х единиц продукции составит Т= t∙ х. В этом случае функция прибыли будет иметь вид

П(х).= R(x) - C(x) - t∙ х.

Требуется определить: каким должен быть налог t, чтобы величина суммарного налога Т со всей продукции была наибольшей? 


Поскольку R(x) = 16 х – х2, а C(x) = х2 +1, то функция прибыли имеет вид

П(х).= 16 х – 2 х2 - t∙ х – 1.

Как и в предыдущем примере, условие максимума прибыли П’(х).= 0; отсюда получаем значение х, максимизирующего прибыль с учетом пока неизвестного налога t:

16 – 4 х – t = 0,  х = 4 – t/4.

Подставим полученное значение объема продукции в величину суммарного налога Т= t∙ х. Получим 

Т= t∙ (4 – t/4).

Найдем теперь условия, при которых величина Т будет максимальной:

Т= t∙ (4 – t/4), Т’(t) = 0, 
[image: image554.wmf]Þ

 t = 8.

Далее, при t = 8 имеем х = 4 -  t/4 = 4 – 8/4 = 2. Отсюда следует, что при налоге  t = 8  максимальная величина прибыли достигается при х = 2:

Пmax = П(2) = 16 ∙ 2 – 2 ∙22 – 8 ∙ 2 – 1 = 7,

А оптимальный (с точки зрения налоговой службы) сбор налога 

  Т= t∙ (4 – t/4) = 8 ∙ (4 – 8/4)  = 16.

Интересно сопоставить эти цифры  (х = 2, Пmax = 7)  с циыфрами при отсутствии налогообложения. При  t = 8 решение задачи на максимизацию прибыли дало следующие результаты: х = 4, Пmax = 31. 

Вывод: Уменьшение налогообложения стимулирует рост выпуска продукции и приводит при этом к увеличению прибыли от ее реализации.

Понятно, почему производители прикладывают столько усилий, чтобы снизить ставку налога.

Использование логарифмической производной в экономике

Пусть y(t) — величина вклада в момент времени t (в годах). Можно ли определить (приближенно) годовую ставку банковского процента р по функции y(t)? 

Если проценты начисляются непрерывно, то, как мы уже знаем, 
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где р — ежегодный процент прироста вклада, а г = р/100 — номинальная ставка за год. Найдем логарифмическую производную от величины вклада: 
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Вывод: ставка банковского процента r совпадет с логарифмической производной от величины вклада. 

Таким образом, логарифмическая производная денежного вклада характеризует его доходность. Это верно и в более общем случае, когда процентная ставка вклада постоянно меняется. В этом случае говорят, что логарифмическая производная денежного вклада выражает его мгновенную доходность. 
Рассмотренный пример — не единственное применение логарифмической производной. С ее помощью можно получить мгновенную оценку доходности какого-либо актива. 

Пусть A(t) — стоимость некоторого актива А в момент времени t, r — доходность от вложения денег в другие активы. Считаем, для простоты, что r не зависит от времени. Когда выгодно покупать или продавать актив А? Для ответа на данный вопрос найдем интервал времени, в течение которого мгновенная доходность актива А будет больше г. Так как мгновенная доходность А совпадает с логарифмической производной его стоимости, то искомый интервал времени задается неравенством 

(ln A(t))' > r. 
Если это неравенство задает интервал (t1 ,t2), то актив А следует купить в момент t1 и продать в момент t2. Именно за это время произойдет наибольшее приращение А по сравнению с другими активами. 

Относительная скорость (темп) изменения функции у = f(x) определяется логарифмической производной 
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V Пример 1. Производительность труда бригады рабочих может быть описана уравнением 

у = -2,5 • t2 + 15 • t + 100, 

где 0 < t < 8 — рабочее время в часах. Вычислить скорость и темп изменения производительности труда при t = 2 и t = 7. 

Решение. Скорость изменения производительности труда выражается производной 

у' = —5 t + 15, 

а темп ее изменения — логарифмической производной 

[image: image558.wmf](

)

2

515

ln

2.515100

y

yt

Ty

ytt

¢

-+

¢

===

-++

.

При t = 2, у'(2) = 5, Ту = 1/24 
[image: image559.wmf]»

0,04. 

При t = 7 y(7) = -20, Ту = -8/33 
[image: image560.wmf]»

-0,24. 

Итак, в момент t = 2 ч после начала работы скорость изменения производительности труда составила 5 ед./ч, а в момент t = 7 ч — (~20) ед./ч; относительная скорость (темп) изменения производительности труда составила соответственно 0,04 ед./ч и (—0,24) ед./ч. Знаки плюс и минус указывают на то, что в начале смены (при t = 2) наблюдалось увеличение производительности труда, а в конце смены (при t = 7) — ее снижение. А 
Эластичность

Определение эластичности. Понятие эластичности было введено Альфредом Маршаллом в связи с анализом функции спроса. Впоследствии это понятие было распространено и на другие функции.

МАРШАЛЛ (Marshall) Альфред A842-1924) — английский экономист, основатель кембриджской школы политэкономии и один из организаторов Королевского экономического общества. Его труд «Principles of economics» (принципы экономической науки) стал учебником, по которому учились студенты Англии и США. В середине 

XX в. укороченное название данного произведения — «economics» — стало обозначать учебники, в которых излагается неоклассическая экономическая теория. 

Пусть дана функция у = f(x). Предположим, что приращение независимой переменной х есть Δх. 

Определение. Эластичностью функции у = f(x) называется следующий предел 
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Говорят также, что Ех(у) — это коэффициент эластичности у по х. 

Из определения эластичности вытекает, что при достаточно малых Δх выполняется приближенное равенство 
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которое можно записать в виде 
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Вывод: эластичность Ех(у) — это коэффициент пропорциональности между относительными изменениями величин у и х. Если, например, х увеличится на один процент, то у увеличится (приближенно) на Ех(у) процентов. 

Пример 1. Правильное применение знаний о коэффициентах эластичности спроса на товары помогает правительству в оценке последствий введения новых налогов или акцизов. 

Пусть х — акцизы на водку, у — спрос на этот товар. Предположим, что государство предполагает повысить акцизы на водку на 10%. Если известно, что эластичность спроса составляет Ех(у) = - 0,2, то следует ожидать, что это вызовет снижение спроса на данный товар на 0,2 • 10 = 2 (%) и доходы государства 

по продаже водки повысятся на 8%. 

Пример 2. Изучение эластичности важно и для оценки изменения ситуации на рынке товаров и услуг в результате повышения доходов населения. Замечено, что для мяса, масла и яиц эластичность спроса относительно доходов населения положительна, а для муки — отрицательна. Это означает, что с ростом дохода спрос на мясо, масло и яйца увеличивается, а на муку — понижается. Обратно, понижение доходов населения приводит к понижению закупок мяса, яиц, масла и увеличению закупок муки. Связано это с тем, что снижение доходов влечет за собой и уменьшение возможности покупки дорогостоящих продуктов. Вместо этих продуктов, например мяса, население покупает более дешевый продукт, т. е. муку или хлеб. 
Пример 3. Пусть заданы функции спроса у и предложения (количества товаров предлагаемого в единицу времени) z от цены х : 

у = 10 — x, z = 3х — 6. 

Найти: 

а) цену равновесия при которой спрос и предложение уравновешиваются; 

б) эластичность спроса и предложения для цены равновесия. 
Решение. 

а) Цена равновесия находится из условия у(х) = z(x), или 10 — х = Зх — 6, откуда х = 4; 

б) эластичность спроса Ех(у) и предложения Ex(z) находим по формуле 
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. 
Имеем 

у = 10- х; 

Δу = у(х + Δх) - у(х) = 10 - (х + Δх) – (10 - х) = -Δх; 
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Откуда
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Аналогично имеем 

z = Зх - 6; 

Δz = z(x + Δx) - z(x) = 3х + 3 Δх - 6 - (3х - 6) = 3 Δх;
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Следовательно
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Таким образом, при х = 4 получаем
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Это означает, что при цене равновесия между спросом и предложением увеличение цены на 1% влечет уменьшение спроса на (2/3)% и возрастание предложения на 2%. А 

Эластичность спроса и логарифмическая производная. Понятие эластичности связано с ранее введенным понятием логарифмической производной. Выведем формулу, связывающую эти понятия.
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Представим отношение 
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как логарифмическую производную (ln y)’. Тогда получим
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Использование этой формулы позволяет вычислять эластичность функции быстрее, чем это делается по раннее приведенной формуле. Так, найденная в примере 3 эластичность Ех(у) для функции у = 10 — х может быть вычислена с помощью  последней формулы в одну строчку:
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Поскольку 
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Таким образом, эластичность совпадает с отношением логарифмических производных.

В экономической теории спрос (в натуральных единицах) принято обозначать не через у, а через q, а цену товара не через х, а через p (price).Иногда спрос обозначают также через d (demand). 

Принцип акселерации

Рассмотрим некоторое предприятие, выпускающее потребительскую продукцию у. Зададимся вопросом: как инвестиции в расширение производства этого предприятия влияют на рост его продукции? Очевидно, увеличение инвестиций i(t) ведет к росту продукции у(t). Но весь вопрос состоит в том в каких размерах это происходит. Как эту зависимость выразить аналитически?


Предположим, что с некоторого начального момента времени t = 0 инвестиции отсутствуют; тогда выпуск продукции должен остаться на прежнем уровне, т.е. если i(t) = 0, то у(t) = у(0).
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Если же предприятие инвестируется, причем инвестиции постоянны, то производство постоянно расширяется и выпуск продукции должен линейно расти, т.е.
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 при i(t) = b > 0.


Выразить из этих графиков зависимость между переменными i(t) и у(t) с помощью алгебраических уравнений невозможно.

Наилучшим уравнением, выражающим эти графические зависимости между i(t) и у(t), является не алгебраическое уравнение, а уравнение, содержащее вместо переменной у(t), ее производную: 
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Это уравнение достаточно точно отражает реальную ситуацию. Действительно, если i(t)=0, из уравнения получаем
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 или у(t) = у(0)= const; если же i(t)=b, то 
[image: image582.wmf](

)

dyt

kb

dt

=

 или 
[image: image583.wmf](

)

(

)

0

ytkbty

=+

.

Вывод: рост инвестиций ведет не столько к росту продукции, сколько к скорости роста, причем скорость роста прямо пропорциональна увеличению инвестиций.


В реальной рыночной экономике предприятие не может бесконечно увеличивать рост своей продукции. Оно увеличивает производство только в том случае, если есть спрос на его продукцию. Предприятие должно мгновенно реагировать на изменения спроса q(t) и выпускать продукции ровно на столько больше на сколько больше увеличивается спрос, т.е. предприятие должно выпускать продукцию у(t) так, чтобы она совпадала по величине со спросом q(t) на нее: 
у(t) = q(t).

Из этого уравнения и равенства 
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)

(

)

dyt

kit

dt

=

 получаем, что для того, чтобы удовлетворить этим требованиям, инвестиции должны удовлетворять уравнению
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После введения нового обозначения 
[image: image586.wmf]1
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Вывод. Для полного удовлетворения спроса и полной реализации своей продукции предприятие должно увеличивать инвестиции пропорционально скорости роста спроса (акселерации.)
Коэффициент пропорциональности 
[image: image588.wmf]1
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 называют коэффициентом акселерации или акселератором.


Пусть спрос на продукцию предприятия растет. Должны ли инвестиции также возрасти? Многие скажут: конечно, должны. И будут неправы. Ответ на этот вопрос не является однозначным, как иногда думают. Все зависит от того, каков знак второй производной от функции спроса – плюс или минус.

Если знак функции 
[image: image589.wmf](
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 - плюс, то 
[image: image590.wmf](
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 строго возрастает и, следовательно, должны возрастать и инвестиции i(t). 


Если знак функции 
[image: image591.wmf](
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 - минус, то 
[image: image592.wmf](
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 строго убывает, а это означает, что инвестиции i(t) также должны убывать.


Если вторая производная 
[image: image593.wmf](
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 равна нулю на некотором промежутке, то 
[image: image594.wmf](
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 постоянна на этом промежутке. Следовательно, должны быть постоянными и капиталовложения в производство.

Вывод:

1. Если спрос на предметы потребления возрастает в каком-либо периоде все быстрее (
[image: image595.wmf](

)

qt
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 > 0), то должны возрастать и капиталовложения в их производство.

2. Если спрос на предметы потребления с какого-то момента начинают расти все медленнее (
[image: image596.wmf](

)

qt

¢¢

 < 0), то должны уменьшаться и размеры капиталовложений.

3. Если спрос на предметы потребления возрастает с постоянным темпом, достигнутым в момент времени t0, то капиталовложения следует удерживать на уровне достигнутом в момент времени t0.

Приведенное положение называют принципом акселерата.
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