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�!� -+;+�3�� .'��$�� *������ *��%)J�$� $+'+-8$&3 !+, ��
-+3 3+#�3+#�'��(�;� +$+-�,+ B #��!�� *!� �-+ �  �22�!�$4��
+-8$�3. ��'��-�$�6 2.$(4�� � $�9 *�!�3�$$�9: ������� *� ;��
#�%-�$�  -) �#. �$#�% �#!��#�-8$&7 �*�4�+-8$��#�91 $� 3�"�#
�&#8 ��*�-8,�%+$� �#. �$#+3� ��-85�$�#%+ �*�4�+-8$��#�9 %&��
5�7 #�7$�'��(�7 .'��$&7 ,+%� �$�9:


'�#&%+)1 '#�1 (+( *!+%�-�1 �#. �$#& *�!%�;� (.!�+ ��*&�
#&%+6# ��!8�,$&� ,+#!. $�$�) � ��%��$��3 (.!�+ %&�5�9 3+#�3+�
#�(�1 +%#�!& �#!�3�-��8 � �-+#8 �,-�"�$�� 3+#�!�+-+ )�$&3 �
 ��#.*$&3: ������� ���#+%-�$� #+(1 '#��& *�3�'8 �#. �$#.1 *!��
�#.*+6J�3. ( �,.'�$�6 %&�5�9 3+#�3+#�(�1 �!;+$�,�%+#8 �%�6
�+3��#�)#�-8$.6 !+��#.1 !+,��!+#8�) % ���-�� �*!� �-�$�9 � #���
!�3 $+'+- 3+#�3+#�'��(�;� +$+-�,+1 %& �-�#8 � .�%��#8 ;-+%$��1
*!���!��#�  ��#+#�'$� *!�'$&� $+%&(� !�5�$�) ,+ +' !+,-�'�
$�;� .!�%$) �-�"$��#�:

������� �� �!"�# #!� ;-+%&K ;-: L /�%� �$�� % 3+#�3+#�'��
�(�9 +$+-�,01 ;-: G /�!��,%� $+) �  �22�!�$4�+-0 � ;-: F /�!�-��
"�$�)  �22�!�$4�+-8$�;� ��'��-�$�)0: 
'��$&9 3+#�!�+- (+"�
 �9 ;-+%& !+,��# $+ #�3&: �,-�"�$�� (+" �9 #�3& �� �!"�#K

LM ��$�%$&� #��!�#�'��(�� �%� �$�)1 (�#�!&� *!� �#+%-�$&
% %� � %�*!���% � �#%�#�% � $���7� �3&3� (�33�$#+!�)3�: �$��
;�� �, %�*!���% $��)# *!��-�3$&9 7+!+(#�!: �!� *�-+;+�#�)1 '#�

 



�%�9 %+!�+$# �#%�#+ �#. �$# 3�"�# �!+%$�#8 � *!� -�"�$$&3 �
� �-+#8 ���#%�#�#%.6J�9 %&%� : ��6 .1 ; � <#� %�,3�"$�1 #��!��
#�'��(�9 3+#�!�+- �--6�#!�!.�#�) ;!+2�'��(�1 '#� ,$+'�#�-8$�
��-�;'+�# .�%��$�� #��!��:

GM ��#� �'��(�� !�(�3�$ +4�� *� !�5�$�6 #�*�%&7 ,+ +':
��3�3� #�*�%&7 ,+ +' %&'��-�#�-8$�;� 7+!+(#�!+ !+��3�#!��
$& 3$�;�'��-�$$&� ,+ +'�1 �*�����#%.6J�� (+'��#%�$$�3. .�%��
�$�6 #��!��1 � $��#+$ +!#$&� ,+ +'�1 (�#�!&� 3�;.# ,+�$#�!����
%+#8 �#. �$#+:

FM 	+$( ,+ +'  -) �+3��#�)#�-8$�9 !+��#&: �-�"$��#8 *!� �
-+;+�3&7 *� (+" �9 #�3� ,+ +' *�%&5+�#�) *��#�*�$$�: �+ +'�
*!� -+;+6#�) % (�-�'��#%�1  ��#+#�'$�3  -) *!���!�#�$�) $+%&�
(+ !�5�$�) (+" �;� #�*�%�;� ,+ +$�):


%#�!& $+�#�)#�-8$� !�(�3�$ .6# !+��3�#!�#8 � #J+#�-8�
$� *!�+$+-�,�!�%+#8 %�� !�5�$$&� % *������ *!�3�!& � ,+ +'�:
N#� "� (+�+�#�) ,+ +$�9  -) �+3��#�)#�-8$�9 !+��#&1 #� �7 3�"�
$� $� !+��3+#!�%+#81 ��-� 7� !�5�$�) �'�%� �$ �-� .'+J�9�)
."� �3��# $+%&( !�5�$�) *� ��$&7 ,+ +':

�#. �$#.1 "�-+6J�3. !+�5�!�#8 � .;-.��#8 �%�� ,$+$�)
*� 3+#�3+#�'��(�3. +$+-�,.1 !�(�3�$ .�#�) ��!+#�#8�) ( .'���
$�(. �:�: ��7#�$;�-84+ /�.!�  �22�!�$4�+-8$�;� � �$#�;!+-8�
$�;� ��'��-�$�)01 .(+,+$$�3. % �*��(� -�#�!+#.!&1 *!�%� �$$�3
% (�$4�  +$$�;� *�����):

��  ������!� ��"������� ��#���!

� ���#��! �$ ������������

�!� ,+*��� 3+#�3+#�'��(�7 .#%�!" �$�9 5�!�(� ��*�-8,.�
�#�) �*�4�+-8$+) ��3%�-�(+ O-�;�'��(�� ��3%�-& �-� (%+$#�!&M:
��*�-8,�%+$�� -�;�'��(�7 ��3%�-�% $� #�-8(� ��-�;'+�# ,+*��81
$� � % ,$+'�#�-8$�9 �#�*�$� �*�����#%.�# .�%��$�6 3+#�!�+-+:

�!�%� �3 $+���-�� ��*�-8,.�3&� ��3%�-& � *!�3�!& �7
.*�#!��-�$�)K

LM ∀ B (%+$#�! ��J$��#�: �+*��8 ∀x �,$+'+�# / -) -6��;�
x01 / -) (+" �;� x0:

(



GM ∃ B (%+$#�! �.J��#%�%+$�): �+*��8 ∃x �,$+'+�# /�.J��
�#%.�# x0:

FM �.�#8 A � B B $�(�#�!&� %&�(+,&%+$�): ���#+%$�� %&!+�
"�$�� /��-� A1 #� B0 �-� /�, A �-� .�# B0 *!�$)#� ���,$+'+#8K
A ⇒ B: P#+ ,+*��8 �,$+'+�#1 '#� A )%-)�#�)  ��#+#�'$&3 .�-��
%��3  -) B1 + B $���7� �3&3  -) A: ��-� "� A ⇒ B � B ⇒ A1
#�; + A )%-)�#�) $���7� �3&3 �  ��#+#�'$&3 .�-�%��3  -) B
� $+���!�#: � <#�3 �-.'+� *!�$)#� ���,$+'�$�� A ⇔ B1 (�#�!��
3�"$� *!�'��#8 �J� � #+(K /A �3��# 3��#� #�; + � #�-8(� #�; +1
(�; + �3��# 3��#� B0:

HM �+*��8
def= '�#+�#�) /!+%�$�#%�1 �*!+%� -�%�� *� �*!� ��

-�$�60:
�!�%� �3 *!�3�!& ��*�-8,�%+$�) %%� �$$�9 ��3%�-�(�K
L: (�a ⊥ �b) ⇒ (

(�a,�b) = 0
)

�+*��8 � $�;� �, �%�9�#% �(+-)!$�;� *!��,%� �$�) %�(#�!�%K
��-� %�(#�!& a � b *�!*�$ �(.-)!$&1 #� �7 �(+-)!$�� *!��,%� ��
$�� !+%$� E:

G:
(
[�a,�b] = �0

) ⇔ (�a ‖ �b)
�+*��8 #��!�3&K %�(#�!$�� *!��,%� �$�� !+%$� $.-�%�3. %�(�

#�!. #�; + � #�-8(� #�; +1 (�; + %�(#�!& �a � �b (�--�$�+!$&:
F: ∀a > 01 ∀b > 0 ∃n ∈ N K na > b
�+*��8 � $�;� �, �%�9�#% %�J��#%�$$&7 '���-K  -) -6�&7

*�-�"�#�-8$&7 '���- a � b �.J��#%.�# $+#.!+-8$�� '��-� n #+�
(��1 '#� na > b:

H: (f(x) �;!+$�'�$+ $+ X) def=( ∃M ∈ R : |f(x)| � M ∀x ∈ X)
�+*��8 �*!� �-�$�) �;!+$�'�$$�9 2.$(4��K *� �*!� �-�$�6

2.$(4�) y = f(x) �;!+$�'�$+ $+ 3$�"��#%� X1 ��-� �.J��#%.�#
 �9�#%�#�-8$�� '��-� M #+(��1 '#� |f(x)| � M  -) -6��;� x �,
3$�"��#%+ X:

%� &�����!� #�������


��$)#�� 3$�"��#%+ )%-)�#�) *�!%�'$&3 � �*!� �-�$�6 $�
*� -�"�#: ��;-+�$� �: �+$#�!.K /�$�"��#%� ��#8 3$�;��1 3&��
-�3�� (+( � �$��0: �$�"��#%� �'�#+�#�) ,+ +$$&31 ��-� �#$��

�



��#�-8$� -6��;� ��Q�(#+ 3�"$� .�#+$�%�#81 )%-)�#�) -� �$ <-��
3�$#�3 <#�;� 3$�"��#%+ �-� $�#: �$�"��#%�1 $� �� �!"+J�� $�
� $�;� <-�3�$#+1 $+,&%+�#�) *.�#&3 � ���,$+'+�#�) ∅: 
�-�%�3�)
3$�"��#%+ � ���#%�#�#%.6J�� �3 <-�3�$#& ���,$+'+#8 (+(

A1 B1 C1 X1 Y 1 Z1 R1 N 1 Q1:::
a1 b1 c1 x1 y1 z1 r1 n1 q1:::

�+*��8 x∈X �,$+'+�#1 '#� x )%-)�#�) <-�3�$#�3 3$�"��#%+ X1 ,+�
*��8x∈̄X �-�x /∈X �,$+'+�#1 '#�x $� *!�$+ -�"�#3$�"��#%.X:

��-� X B $�(�#�!�� 3$�"��#%�1 + P B (+(���#� �%�9�#%�1 #�
,+*��8 {x ∈ X/P} ���,$+'+�# ��%�(.*$��#8 <-�3�$#�% 3$�"��#%+
X1 ��-+ +6J�7 �%�9�#%�3 P : �+*!�3�!1 {x ∈ R/a � x � b} =
= [a, b]: ��-� 3$�"��#%+ X � Y #+(�%&1 '#� (+" &9 <-�3�$# 3$��
"��#%+ X )%-)�#�) � $�%!�3�$$� � <-�3�$#�3 3$�"��#%+ Y 1 #�
3$�"��#%� X $+,&%+6# *� 3$�"��#%�3 Y � *�5.# X ⊂ Y : �'��
#+�#�)1 '#� X = Y 1 ��-� X ⊂ Y � Y ⊂ X:

�+ 3$�"��#%+3� �*!� �-�$& �-� .6J�� �*�!+4��K
L: ��Q� �$�$�� 3$�"��#% X � Y O���,$+'+6# X ∪ Y MK

(Z = X ∪ Y ) def=(z/z ∈ X �-� z ∈ Y ).
���3�#!�'��(+) �--6�#!+4�) ��Q� �$�$�) *!�%� �$+ $+ !��: L:

G: ��!���'�$�� 3$�"��#% X � Y O���,$+'+6# X ∩ Y MK

(Z = X ∩ Y ) def=(z/z ∈ X � z ∈ Y ).
���3�#!�'��(+) �--6�#!+4�) *�!���'�$�) *!�%� �$+ $+ !��: G:

F: �+,$��#8 3$�"��#% X � Y O���,$+'+6# X \ Y MK

(Z = X \ Y ) def=(z/z ∈ X � z ∈ Y ).
���3�#!�'��(+) �--6�#!+4�) !+,$��#� *!�%� �$+ $+ !��: F:

Z = X ∪ Y Z = X ∩ Y Z = X \ Y

���: L ���: G ���: F

�$�"��#%+1 <-�3�$#+3� (�#�!&7 )%-)6#�) '��-+1 $+,&%+�
6#�) '��-�%&3� 3$�"��#%+3�: ��J�*!�$)#& �-� .6J�� ���,$+�
'�$�)K

N B 3$�"��#%� $+#.!+-8$&7 '���-R

)



Z B 3$�"��#%� 4�-&7 '���-R
Q B 3$�"��#%� !+4��$+-8$&7 '���-R
R B 3$�"��#%�  �9�#%�#�-8$&7 O%�J��#%�$$&7M '���-:
�+*�3$�31 '#� 3$�"��#%� R %�J��#%�$$&7 '���- B <#� ���

%�(.*$��#8 !+4��$+-8$&7 � �!!+4��$+-8$&7 '���-: �$�"��#%+
N 1 Z1 Q )%-)6#�) *� 3$�"��#%+3� 3$�"��#%+ R ON ⊂ R1 Z ⊂ R1
Q ⊂ RM1 *!� <#�3 N ⊂ Z1 Z ⊂ Q: ��)(�3.  �9�#%�#�-8$�3. '���
-. ���#%�#�#%.�# ���(�$�'$+)  ��)#�'$+)  !��81 *!� <#�3 !+4���

$+-8$&� '��-+ *!� �#+%-)6#�) % %� � (�$�'$�9  !���
(

1
2 = 0.5

)
�-� ���(�$�'$�9 *�!�� �'��(�9  !���

(
2
3 = 0.(6)

)
1 + �!!+4���

$+-8$&� B % %� � ���(�$�'$�9 $�*�!�� �'��(�9  !��� O
√

2 = 1.4142...1
π = 3.14159...M:

�+*�3$�3 ��$�%$&� �%�9�#%+ %�J��#%�$$&7 '���-K
L: �-) (+" �9 *+!& '���- �3��# 3��#� � $� � #�-8(� � $�

�, ���#$�5�$�9 a = b1 a > b1 b > a:
G: ��-� a > b � b > c1 #� a > c:
F: ��-� a > b1 #� $+9 �#�) %�J��#%�$$�� O� % '+�#$��#� B !+�

4��$+-8$��M '��-� c1 ,+(-6'�$$�� 3�" . '��-+3� a � b O�%�9�#%�
*-�#$��#� 3$�"��#%+ %�J��#%�$$&7 '���-M:

H: a + b = b + a, ∀a, b ∈ R:
A: ∃0 ∈ R #+(�91 '#� a + 0 = a, ∀a ∈ R:
S: ∀a �.J��#%.�# '��-� −a #+(��1 '#� a + (−a) = 0: �#�6 +

a − b
def= a + (−b):

T: (a + b) + c = a + (b + c):
C: �, a > b �-� .�#1 '#� a + c > b + c, ∀c ∈ R:
D: a · b = b · a, ∀a, b ∈ R:
LE: ∃1 ∈ R #+(+)1 '#� a · 1 = a, ∀a �= 0:
LL: ∀a �= 0 �.J��#%.�# '��-� 1

a #+(��1 '#� a · 1
a = 1: �#�6 +

b
a

def= b · 1
a :

LG: (a · b) · c = a · (b · c):
LF: �, a > b � c > 0 �-� .�#1 '#� a · c > b · c:
LH: (a + b) · c = a · c + b · c:
LA: ∀a > 0, ∀b > 0 ∃n ∈ N #+(��1 '#� a · n > b B +(���3+


!7�3� +:

*



� ��!�"��#� �� �$�"��#%� X $+,&%+�#�) �;!+$�'�$$&3
�%�!7.1 ��-� �.J��#%.�# '��-� M #+(��1 '#� ∀x ∈ X %&*�-$)�#�)
$�!+%�$�#%� x � M : N��-� M $+,&%+�#�) %�!7$�9 ;!+$�4�9 3$��
"��#%+ X: �$�"��#%� X $+,&%+�#�) �;!+$�'�$$&3 �$�,.1 ��-�
�.J��#%.�# '��-� m #+(��1 '#� ∀x ∈ X %&*�-$)�#�) $�!+%�$�#%�
x � m: N��-� m $+,&%+�#�) $�"$�9 ;!+$�4�9 3$�"��#%+ X:

�+*!�3�!1 3$�"��#%� X = (1, 3] �;!+$�'�$� � �%�!7.1 � �$��
,.: N��-� F � %�� '��-+1 ��-85�� #!�71 )%-)6#�) %�!7$�3� ;!+$��
4+3� <#�;� 3$�"��#%+: ��"$�9 ;!+$�4�9 3$�"��#%+ X )%-)�#�)
L1 + #+("� %�� '��-+1 3�$85�� � �$�4&:

� ��!�"��#� $� �+�3�$85+) �, %��7 %�!7$�7 ;!+$�4 3$��
"��#%+ X $+,&%+�#�) #�'$�9 %�!7$�9 ;!+$�4�9 <#�;� 3$�"��#%+
� ���,$+'+�#�) sup X O�.*!�3.3 XM: �+���-85+) �, %��7 $�"$�7
;!+$�4 3$�"��#%+ X $+,&%+�#�) #�'$�9 $�"$�9 ;!+$�4�9 <#�;�
3$�"��#%+ � ���,$+'+�#�) inf X O�$2�3.3 XM:

�-) X = (1, 3] sup X = 31 inf X = 1: ��'$&� ;!+$�4& 3$��
"��#%+ 3�;.# �3. *!�$+ -�"+#81 + 3�;.# � $� *!�$+ -�"+#8: �
$+5�3 *!�3�!� sup X = 3 ∈ (1, 3]1 inf X = 1 ∈ (1, 3]:

%����&�� ������ ����	
��		�� ����
� �	������� 
����

���	�� ���
	�� ���	
��� ������ ����	
��		�� �	
�� �	�������


���� ���	�� 	
�	�� ���	
���

�$�"��#%� 3�"�# �&#8 �;!+$�'�$� �-� #�-8(� �%�!7.1 �-�
#�-8(� �$�,.1 �-� � �%�!7.1 � �$�,.:

� ��!�"��#� '� �$�"��#%�1 �;!+$�'�$$�� � �%�!7.1 � �$��
,.1 $+,&%+�#�) �;!+$�'�$$&3:

�, *!� & .J�9 #��!�3& %&#�(+�#1 '#� �;!+$�'�$$�� 3$�"��
�#%� �3��# � #�'$.6 $�"$661 � #�'$.6 %�!7$66 ;!+$�4&1 (��
#�!&� )%-)6#�) (�$4+3� $+�3�$85�;� *!�3�".#(+1 �� �!"+J�;�
%�� 3$�"��#%�:

(�#&�� �� �$�"��#%� X =
{

p
q

}
%��7 *!+%�-8$&7 *�-�"��

#�-8$&7  !���9 �;!+$�'�$�1 *!�'�3 sup X = 1∈X1 inf X = 0∈X:
(�#&�� $��$�"��#%� N = {1, 2, 3, ..., ...} %��7 $+#.!+-8$&7

'���- �;!+$�'�$� �$�,. Oinf N = 1 ∈ XM1 $� $� �;!+$�'�$� �%�!7.:

&
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�� '�(���!� ������! ������� '�
����

�����!

���� � ����� � �	
 �����
�� ������	 ���
����

�,.'�$�� -6��;� *!�4���+ *!���7� �# *.#�3 �,.'�$�) 7+�
!+(#�!+ �,3�$�$�) *�!�3�$$&7 %�-�'�$1 .'+�#%.6J�7 % <#�3 *!��
4����: �!� <#�31 (+( *!+%�-�1 7+!+(#�! �,3�$�$�) � $�7 %�-�'�$
,+%���# �# 7+!+(#�!+ �,3�$�$�)  !.;�7: ��$)#�� 2.$(4�� %�,�
$�(-� % �%),� � $���7� �3��#86 (+(�3�#� ��!+,�3 �*��+#8 <#.
,+%���3��#8:

���� ��
�
 ����	� ���� ����
�	� ��
	�	���

���� �	�	
	���� �	������ ����� ���� ��

��� �������� ���
��	 ���!� �

�.$(4�) �'�#+�#�) ,+ +$$�91 ��-� ,+ +$ ,+(�$1 *� (�#�!��
3. (+" �3. ,$+'�$�6 *�!�3�$$�9 x �, $�(�#�!�;� 3$�"��#%+ X
�#+%�#�) % ���#%�#�#%�� � �$�#%�$$�� ,$+'�$�� *�!�3�$$�9 y �,
3$�"��#%+ Y 1 % (�#�!�3 <#+ *�!�3�$$+) *!�$�3+�# �%�� ,$+'�$�):

'



�-) 2.$(4��$+-8$�9 ,+%���3��#� *!�$)#& ���,$+'�$�)K
y = f(x)1 y = φ(x)1 y = F (x) � #:*: �$�"��#%� X $+,&%+�#�)
��-+�#86 �*!� �-�$�) 2.$(4��1 *�!�3�$$+) x B $�,+%���3�9 *��
!�3�$$�9 �-� +!;.3�$#�31 3$�"��#%� {f(x)} $+,&%+6# ��-+�#86
,$+'�$�9 2.$(4�� y = f(x) O�'�%� $�1 {f(x)} ⊂ Y M:

N+�#� % (+'��#%� ��$�$�3+ �-�%+ /2.$(4�)0 ��*�-8,.�#�)
#�!3�$ /�#��!+"�$��01 *!� <#�3 ;�%�!)#1 '#� ,+ +$� �#��!+"�$��

3$�"��#%+ X %� 3$�"��#%� Y � ��*�-8,.6# ���,$+'�$�� K X
f→Y :

��-� X ⊂ R � Y ⊂ R1 #� 2.$(4�) y = f(x) $+,&%+�#�) %�J��
�#%�$$�,$+'$�9 2.$(4��9 %�J��#%�$$�9 *�!�3�$$�9:

��-8 +!;.3�$#+ 3�"�# �;!+#8 %!�3)1  -�$+  .;�1 .;�- �  !.�
;�� *�!�3�$$&� %�-�'�$&:

(�#&��� �+#�!�+-8$+) #�'(+ *+ +�# % *.�#�#� *�  �9�
�#%��3 ��-& #)"��#� � %&��#& h: ���,$+'�3 '�!�, y %&��#. #�'(�
% 3�3�$# %!�3�$� t1 *!�#�(5�;� �# $+'+-+  %�"�$�): �'�%� $�1
'#� ,$+'�$�� *�!�3�$$�9 y �. �# ,+%���#8 �# ,$+'�$�9 t �1 �-��
 �%+#�-8$�1 y )%-)�#�) 2.$(4��9 +!;.3�$#+ t: �, (.!�+ 2�,�(�
�,%��#$�1 '#� ,+%���3��#8 y �# t %&!+"+�#�) 2�!3.-�9

y = h − qt2

2 .

� 3�3�$# *+ �$�) y = 0 ⇒ t =
√

2h
q : P#� �,$+'+�#1 '#� +!;.3�$#

t *!�$�3+�# �%�� ,$+'�$�) $+ *!�3�".#(�
[
0,

√
2h
q

]
1 (�#�!&9 � )%�

-)�#�) ��-+�#86 �*!� �-�$�) 2.$(4��: �!� <#�3
y ∈ [0, h]1 #� ��#8 *!�3�".#�( [0, h] B 3$�"��#%� ,$+'�$�9 2.$(�

4�� y = h − qt2

2 :

��"� ��
 
���� ������ ���
��#�

� !+��3�#!�$$�3 *!�3�!� ,+%���3��#8 y �# t ,+ +$+ � *�3��
J86 2�!3.-&: �+(�9 �*���� ,+ +$�) 2.$(4�� $+,&%+�#�) +$+�
-�#�'��(�3: � $�3 �, *!��#�95�7 *!�3�!�% 2.$(4��1 ,+ +$$�9
+$+-�#�'��(�1 )%-)�#�) 2.$(4�) y = ax21 ; � a B $�(�#�!+) (�$�
�#+$#+: �+(�9 7+!+(#�! ,+%���3��#�1 (�; + � $+ *�!�3�$$+) *!��
$�3+�# �%�� ,$+'�$�) % ,+%���3��#� �# (%+ !+#+ ,$+'�$�)  !.�
;�9 *�!�3�$$�91 %�#!�'+�#�)  �%�-8$� '+�#�: �!�%� �3 $��(�-8(�
*!�3�!�%:

!�



LM S = πr2 B ,+%���3��#8 *-�J+ � (!.;+ �# �;� !+ �.�+R

GM S = at2

2 B ,+%���3��#8 *.#� �# %!�3�$� *!� !+%$�.�(��
!�$$�3  %�"�$�� � $.-�%�9 $+'+-8$�9 �(�!��#86R

FM Wk = mV 2

2 B ,+%���3��#8 (�$�#�'��(�9 <$�!;��  %�".�
J�9�) 3+#�!�+-8$�9 #�'(� 3+��& m �# �(�!��#�  %�"�$�):

� (.!�� 3+#�3+#�(�1 (+( *!+%�-�1 �#%-�(+)�8 �# 2�,�'��
�(�9 O�-� �$�9M �.J$��#� %,+�3$��,3�$)6J�7�) %�-�'�$1 �,.�
'+6# -�58 �+3 7+!+(#�! ,+%���3��#�: �� %��7 *!�%� �$$&7 *!��
3�!+7  -) 3+#�3+#�(+ <#� � $+ � #+ "� 2.$(4�) y = ax2:

��-� ��-+�#8 �*!� �-�$�) 2.$(4��1 ,+ +$$�9 +$+-�#�'��(�1
$� .(+,+$+1 #� *� ��-+�#86 �*!� �-�$�) *� !+,.3�%+�#�) 3$��
"��#%� X ,$+'�$�9 x1 *!� (�#�!&7 +$+-�#�'��(�� %&!+"�$��1
� *�3�J86 (�#�!�;� ,+ +�#�) 2.$(4�) y = f(x)1 �3��# �3&�-:
�+*!�3�!1 2.$(4�) y =

√
1 − x2 �*!� �-�$+ *!� .�-�%��1 '#�

1 − x2 � 01 #� ��#8  -) x ∈ [−1, 1]:
� *!�-�"�$�)7 3+#�3+#�(� 5�!�(� ��*�-8,.�#�) #+�-�'�

$&9 �*���� ,+ +$�) 2.$(4��: �!� <#�3 �*����� .(+,&%+6#�) ,$+�
'�$�) 2.$(4�� % $��(�-8(�7 #�'(+7 �, ��-+�#� �� �*!� �-�$�): �
2.$(4�)31 ,+ +%+�3&3 #+�-�'$�1 ��&'$� *!���;+6# % !�,.-8#+#�
��!+��#(� <(�*�!�3�$#+-8$&7  +$$&7:

� #�7$�'��(�7 *!�-�"�$�)7 3+#�3+#�(� '+�#� ��*�-8,.�#�)
;!+2�'��(�� ,+ +$�� 2.$(4��: � <#�3 �-.'+� �*�4�+-8$&� *!����
!& %��*!��,%� )# $+ <(!+$� ;!+2�'��(�� �,��!+"�$�� 2.$(4��1
� *�3�J86 (�#�!�;�  �-+�#�) ,+(-6'�$�� � 7+!+(#�!� 2.$(4���
$+-8$�9 ,+%���3��#�:

��$� ��
�	 ���
��� ������� �������� �����	 %

&�
� '�	
	������
� ���
���
��

�.J��#%.�# T (-+���% *!��#�95�7 <-�3�$#+!$&7 2.$(4�9K
L: ��-+) !+4��$+-8$+) 2.$(4�) O3$�;�'-�$M

y = Pn(x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0,

; � n ∈ N 1 ai B (�<22�4��$#& 3$�;�'-�$+ O �9�#%�#�-8$&� '���
-+M1 X = (−∞, +∞): �$�"��#%� ,$+'�$�9 3$�;�'-�$+ ,+%���#
�# �;� (�<22�4��$#�%: �!��#�95�3� !+4��$+-8$&3� 2.$(4�)�
3� )%-)6#�)K

!!



y = kx + b B -�$�9$+) 2.$(4�)R
y = ax2 + bx + c B (%+ !+#$&9 #!�7'-�$:
G: �!��$��!+4��$+-8$+) 2.$(4�) O�#$�5�$��  %.7 3$�;��

'-�$�%M

y =
Pn(x)
Qm(x)

=
anxn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0

bmxm + bm−1xm−1 + . . . + b1x + b0
.

�.$(4�) �*!� �-�$+ *!� %��7  �9�#%�#�-8$&7 x1 ,+ ��(-6'�$��3
#�'�(1 % (�#�!&7 Qm(x) = 0:

�!��#�95�9 2.$(4��9 <#�;� (-+��+ )%-)�#�) y = k
x 1

x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, +∞):
F: �#�*�$$+) 2.$(4�)

y = xλ1 ; � λ ∈ R: ��-+�#8 �*!� �-�$�) � 3$�"��#%� ,$+'�$�9
,+%��)# �# *�(+,+#�-) �#�*�$� λ: �!�3�!& �#�*�$$&7 2.$(4�9K
y = x21 X = (−∞, +∞)1 Y = [0, +∞)1
y = x31 X = (−∞, +∞)1 Y = (−∞, +∞)1
y =

√
x1 X = [0, +∞)1 Y = [0, +∞)1

y = 3
√

x1 X = (−∞, +∞)1 Y = (−∞, +∞)1

y = 1√
x
1 X = (0, +∞)1 Y = (0, +∞):

H: ��(+,+#�-8$+) 2.$(4�)
y = ax1 ; � a > 01 a �= 11 X = (−∞, +∞)1 Y = (0, +∞):

A: ��;+!�23�'��(+) 2.$(4�)
y = loga x1 ; � a > 01 a �= 11 X = (0, +∞)1 Y = (−∞, +∞):

S: �!�;�$�3�#!�'��(�� 2.$(4��
y = sinx1 X = (−∞, +∞)1 Y = [−1, 1]1
y = cos x1 X = (−∞, +∞)1 Y = [−1, 1]1
y = tg x1 x �= π

2 + πk1 Y = (−∞, +∞)1
y = ctg x1 x �= πk1 Y = (−∞, +∞):

T: ��!+#$&� #!�;�$�3�#!�'��(�� 2.$(4��
y = arcsinx1 X = [−1, 1]1 Y = [−π

2 , π
2 ]1

y = arccos x1 X = [−1, 1]1 Y = [0, π]1
y = arctg x1 X = (−∞, +∞)1 Y = (−π

2 , π
2 )1

y = arctg x1 X = (−∞, +∞)1 Y = (0, π):
�.$(4�� L B F (-+���% *!�$)#� $+,&%+#8 +-;��!+�'��(�3�:

�.$(4�� H B T (-+���% U #!+$�4�$ �$#$&3�:

!�
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 ���
��� y = f(x)� ��
��� ���%

�	������ !����
�� ����
�� �������� ���
%

�� � ��
�	 �����	 &�	 '�	
	������	 ���
%

��� ����#��� ����
�� �������
� ���
��%

�
��

�.�#8 ,+ +$+ 2.$(4�) y = f(x)

���: L

� ��-+�#86 �*!� �-�$�) X � ��-+�#86
�,3�$�$�) Y = {f(x)}: ��;-+�$� �*!��
 �-�$�6 2.$(4��1 (+" �3. ,$+'�$�6
x0 �, ��-+�#� �*!� �-�$�) X ���#%�#�
�#%.�# � �$�#%�$$�� ,$+'�$�� y0 ,+%��
��3�9 *�!�3�$$�9 y �, 3$�"��#%+ Y :
�!��,%� �3 ��*��#+%-�$�� ,$+'�$�9 *��
!�3�$$&7 % ��!+#$�3 *�!) (�: �&��!�3 (+(���-��� ,$+'�$�� y0 �,
Y : �'�%� $�1 '#� % ��-+�#� X $+9 �#�) #+(�� ,$+'�$�� x01 *!� (��
#�!�3 f(x0) = y0: ��-� *!� <#�3  -) (+" �;� y �, Y �.J��#%.�#
� �$�#%�$$�� ,$+'�$�� x1 #+(��1 '#� f(x) = y1 #� <#� ���#%�#�#%��
�. �# �*!� �-)#8 $�(�#�!.6 2.$(4�6 x = g(y)1 (�#�!+) $+,&%+�
�#�) ��!+#$�9 *� �#$�5�$�6 ( 2.$(4�� y = f(x):

���#+#�'$&3 .�-�%��3 �.J��#%�%+$�) ��!+#$�9 2.$(4�� )%�
-)�#�) �#!�;+) 3�$�#�$$��#8 2.$(4�� y = f(x) O!��: LM:

�6��3. y0 �, [c, d] ���#%�#�#%.�# � �$�#%�$$�� ,$+'�$�� x0

�, [a, b]1 *!� (�#�!�3
f(x0) = y0.

��-� $�,+%���3�� *�!�3�$$�� y ��!+#$�9 2.$(4�� x = g(y)
�#(-+ &%+#8 *� ��� Oy1 #� ;!+2�( ��!+#$�9 2.$(4�� x = g(y)
�. �# ��%*+ +#8 � ;!+2�(�3 2.$(4�� y = f(x): ��-� "� $�,+�
%���3�� *�!�3�$$�� �#(-+ &%+#81 (+( *!�$)#�1 *� ��� Ox1 #:�:
,+*��+#8 ��!+#$.6 2.$(4�6 % %� � y = g(x)1 #� ;!+2�( ��!+#$�9
2.$(4�� �. �# ��33�#!�'�$ ;!+2�(. 2.$(4�� y = f(x) �#$��
��#�-8$� �����(#!��& L�;� � F�;� (��! �$+#$&7 .;-�%: �.$(4��
y = f(x) � y = g(x) *!�$)#� $+,&%+#8 %,+�3$� ��!+#$&3�: �+�
!+3� %,+�3$� ��!+#$&7 2.$(4�9 )%-)6#�)1 $+*!�3�!1 y = x3 �
y = 3

√
x O!��: GM1 y = 2x � y = log2 x O!��: FM:

! 



���: G ���: F

�+3�#�31 '#� *!� *!���!+,�%+$�� ��!+#$�9 2.$(4�� 3�"�#
�(+,+#8�)1 '#� ,$+'�$�6 y0 �, Y �. �# ���#%�#�#%�%+#8 $��(�-8(�
,$+'�$�9 x0 �, X1 #+(�71 '#� f(x0) = y0: �+*!�3�!1  -) 2.$(4��
y = x21 �*!� �-�$$�9 $+ 3$�"��#%� X = (−∞; +∞) � *!�$�3+�
6J�9 ,$+'�$�) $+ 3$�"��#%� Y = [0; +∞)1 (+" �3. ,$+'�$�6
y �, Y �. �# ���#%�#�#%�%+#8  %+ ,$+'�$�) x = ±√

y: � <#�3
�-.'+� 2.$(4�) x =

√
y )%-)�#�) ��!+#$�9  -) y = x2 $+ *!��

3�".#(� [0; +∞)1 ; � �$+ �#!�;� 3�$�#�$$� %�,!+�#+�#1 + 2.$(�
4�) x = −√

y �. �# ��!+#$�9 $+ *!�3�".#(� (−∞; 0]1 $+ (�#�!�3
2.$(4�) y = x2 �#!�;� 3�$�#�$$� .�&%+�#:

�+ !��: H � A �,��!+"�$& *+!& %,+�3$� ��!+#$&7 2.$(4�9
y = x21 y =

√
x � y = x21 y = −√

x:

���: H ���: A

!(
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���
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�+��3�#!�3 2.$(4�6 y =
√

lg x: P#+ 2.$(4�) �(�$�#!.�!��
%+$+ �,  %.7 *!��#�95�7 <-�3�$#+!$&7 2.$(4�9 B -�;+!�23�'��
�(�9 z = lg x � �#�*�$$�9 y =

√
z1 *!� <#�3 +!;.3�$# z �#�*�$$�9

2.$(4�� y =
√

z *!�$�3+�# �%�� ,$+'�$�) % ��-+�#� �,3�$�$�)
-�;+!�23�'��(�9 2.$(4�� z = lg x: �+(�3 ��!+,�31 2.$(4�6
y =

√
lg x 3�"$� $+,%+#8 2.$(4��9 �# 2.$(4��: �+(�� 2.$(4��

*!�$)#� $+,&%+#8 �-�"$&3� 2.$(4�)3�:
�+( $+9#� ��-+�#8 �*!� �-�$�) �-�"$�9 2.$(4��V ��!$�3�

�) ( $+5�3. *!�3�!.: �,%��#$�1 '#� �#�*�$$+) 2.$(4�) y =
√

z
�*!� �-�$+  -) z�0: �-� �%+#�-8$�1 �-�"$+) 2.$(4�) y=

√
lg x

�*!� �-�$+ -�58  -) #�7 ,$+'�$�9 x1 *!� (�#�!&7 lg x � 01 #�
��#8  -) x ∈ [1, +∞):

� ��J�3 �-.'+�1 ��-� 2.$(4�) z = g(x) �*!� �-�$+ $+ 3$��
"��#%� X1 + 2.$(4�) y = f(z) B $+ 3$�"��#%� Z1 #� �-�"$+)
2.$(4�) y = f(g(x)) �. �# �*!� �-�$+ $+ 3$�"��#%� X -�58
#�; +1 (�; + 3$�"��#%� ,$+'�$�9 2.$(4�� g(x) �. �# %7� �#8 %
��-+�#8 �*!� �-�$�) 2.$(4�� f(z):

�-�"$.6 2.$(4�6 y = f(g(x)) $+,&%+6# #+("� $+-�"�$��
�3 �-� �.*�!*�,�4��9 2.$(4�9 z = g(x) � y = f(z):

	�-85�$�#%� 2.$(4�91 � (�#�!&3� *!�7� �#�) �3�#8  �-�1
)%-)6#�) �-�"$&3� 2.$(4�)3�: �+*!�3�!1 2.$(4�) y = sinx
)%-)�#�) *!��#�95�9 <-�3�$#+!$�9 2.$(4��91 + 2.$(4�) y =
= sin 2x B ."� �-�"$+) 2.$(4�): �$+ )%-)�#�) (�3��$+4��9 -��
$�9$�9 2.$(4�� z = 2x � #!�;�$�3�#!�'��(�9 2.$(4�� y = sin z:
�-�"$+) 2.$(4�) 3�"�# �&#8 �.*�!*�,�4��9 #!�7 � ��-85��
;� '��-+ 2.$(4�9: �+*!�3�!1 2.$(4�) y = 7arctg

√
x )%-)�#�)

$+-�"�$��3 #!�7 *!��#�95�7 <-�3�$#+!$&7 2.$(4�9 u =
√

x1
v = arctg u � y = 7v: �+( (+( 2.$(4�� y = 7v � v = arctg u
�*!� �-�$& *!� -6�&7 ,$+'�$�)7 �%��7 +!;.3�$#�%1 #� �-�"$+)
2.$(4�) y = 7arctg

√
x �*!� �-�$+  -) %��7 x1 *!� (�#�!&7 �*!��

 �-�$+ 2.$(4�) u =
√

x1 #� ��#8  -) x ∈ [0, +∞):

!�



��$)#�� �-�"$�9 2.$(4�� *�,%�-)�# ,$+'�#�-8$� !+�5��
!�#8 3$�"��#%� <-�3�$#+!$&7 2.$(4�9: � <-�3�$#+!$&3 2.$(�
4�)3 *!�$)#� �#$���#8 *!��#�95�� <-�3�$#+!$&� 2.$(4�� L B T1
+ #+("� %�� 2.$(4��1 (�#�!&� *�-.'+6#�) �, *!��#�95�7 � *�3��
J86 '�#&!�7 +!�23�#�'��(�7  �9�#%�9 � �.*�!*�,�4�91 *��-� ��
%+#�-8$� *!�3�$�$$&7 (�$�'$�� '��-� !+,: �$�;�'��-�$$&� *!��
3�!& #+(�7 2.$(4�9 �. .# !+��3�#!�$& *!� !�5�$�� ,+ +':

�� )�*���� �
�
�

$��� ��-�  %�"�#�) *!)3�-�$�9$� *�  �9�#%��3 ��-& F :
�+9#� 2.$(4�61%&!+"+6J.6,+%���3��#83�" . ��-�9 F � .�(��
!�$��3 a1 ��-� �,%��#$�1 '#� (�; + #�-�  %�"�#�) � .�(�!�$��3
LG 3W�21 #� $+ *.#� S = 15 3 *!��,%� �#�) !+��#+ A = 32 �":

��)��#�� �� ,+(�$. �86#�$+ F = m · a: �+ +'+ �%� �#�) (
$+7�" �$�6 m: ��<22�4��$# m �. �# $+9 �$1 ��-� *!� ,+ +$$�3
.�(�!�$�� LG 3W�2 . +�#�) $+9#� %�-�'�$. ��-& F : � <#�9 4�-86
%��*�-8,.�3�) 2�!3.-�9  -) !+��#& ��-& F $+ *.#� SK A = F ·S:
�!� A = 32 �"1 S = 15 3 $+9 �3 F = 32

15 �: ��; + m = F
a =

= 32
15 : 12 = 8

45 (;: ��(�3+) 2.$(4�) �. �# �3�#8 %� F = 8
45 · a

B -�$�9$+) 2.$(4�)1 +!;.3�$#�3 (�#�!�9 )%-)�#�) .�(�!�$�� a:
$�$� �+*!)"�$�� % $�(�#�!�9 4�*� *+ +�# !+%$�3�!$� *�

-�$�9$�3. ,+(�$.: � $+'+-� �*&#+ �$� �&-� !+%$� LG �1 + '�!�,
C � .*+-�  � S:H �: �+9#� 2.$(4�61 %&!+"+6J.6 ,+%���3��#8
$+*!)"�$�) U �# %!�3�$� t:

��)��#�� �� .�-�%�6 ,+ +'� U = kt + b: �+(�3 ��!+,�31
,+ +'+ �%� �#�) ( $+7�" �$�6 (�<22�4��$#�% k � b -�$�9$�9
2.$(4��: �� .�-�%�6 ,+ +'� *!� t = 0 U = 12 � ⇒ b = 12: �!�
t = 8 � U = 6.4 � ⇒ 6.4 = k · 8 + 12 ⇒ k = −0.7: ��(�3+) ,+%����
3��#8 �3��# %� U = 12 − 0.7t B -�$�9$+) 2.$(4�)1 +!;.3�$#�3
(�#�!�9 )%-)�#�) %!�3) t:

$�'� ��'(+  %�"�#�) !+%$�3�!$� *� �(!."$��#� !+ �.�+ R �
4�$#!�3 % $+'+-� (��! �$+# *!�#�% '+��%�9 �#!�-(� � -�$�9$�9
�(�!��#86 V �3W�: � $+'+-8$&9 3�3�$# %!�3�$� +��4���+ #�'�
(� �&-+ !+%$+ a: ���#+%�#8 .!+%$�$�� ;+!3�$�'��(�;� (�-��+$�)
+��4���& #�'(�:

!)



��)��#�� �.�#8 M0 B $+'+-8$�� *�-�"�$�� #�'(�1 M(x, y)
B *�-�"�$�� #�'(� % 3�3�$# %!�3�$� t:
�� .�-�%�6 ,+ +'� β = V · t

R 1
a
R = cos α O!��: SM: �'�%� $�1

x = R cos(α + β)1 ; � α = arccos a
R 1

β = V · t
R : �+(�3 ��!+,�31

x = R cos
(
arccos a

R + V · t
R

)
:

��-.'�$$+) 2.$(4��$+-8$+) ,+�

���: S

%���3��#8 +��4���& x #�'(� M �# %!��
3�$� t � )%-)�#�) .!+%$�$��3 ;+!3��
$�'��(�;� (�-��+$�) +��4���&  %�".�
J�9�) *� �(!."$��#� #�'(�:

$�*� �+ 4�$#!�3 (!.;-�;� �#�-+ !+ �.�+ R *�3�J�$+ <-�(�
#!�'��(+) -+3*�'(+: ��-.'�#8 2.$(4��$+-8$.6 ,+%���3��#8 ��%��
J�$$��#� (!+) �#�-+ �# %&��#& -+3*�'(� $+ �#�-�3:

��)��#�� �,%��#$�1 '#� ��%�J�$$��#8

���: T

I %&'��-)�#�) *� 2�!3.-�

I = k
sinφ
r2 ,

; � k = IXYZ[R r B !+��#�)$�� �# ��#�'$�(+
�%�#+  � #�'(� ��%�J�$�)R φ B .;�-1 �,��!+�
"�$$&9 $+ !��: T: ���,$+'�3 %&��#. -+3*�'(� $+ �#�-�3 '�!�,
x: �!��.�#�) $+9#� 2.$(4�6 I = f(x)1 *�<#�3. $���7� �3� r �
sinφ %&!+,�#8 '�!�, x: �� #��!�3� ��2+;�!+

r2 = x2 + R2, sinφ = x
r = x√

x2 + R2
⇒ I = k x

(x2 + R2)3/2 .

$��� � 5+! !+ �.�+ R %*��+$ 4�-�$ !: �+9#� 2.$(4��$+-8�
$.6 ,+%���3��#8 ��Q�3+ V 4�-�$ !+ �# !+ �.�+ x �;� ��$�%+$�):

��)��#�� ��Q�3 4�-�$ !+ %&'��-)�#�) *� 2�!3.-�
V = πx2 · H,

; � x B !+ �.� ��$�%+$�) 4�-�$ !+R H B %&��#+ 4�-�$ !+: ��
.�-�%�6 ,+ +'� V = f(x)1 �-� �%+#�-8$�1 $���7� �3� %&!+,�#8
H '�!�, x: �� #��!�3� ��2+;�!+ O!��: CMK

H
2 =

√
R2 − x2 ⇒ V = 2πx2

√
R2 − x2, 0 � x � R.

!*



���: C ���: D
$�+� �, #!�7  ���( � �$+(�%�9 5�!�$& a �(�-+'�%+�#�) "��

-�� O!��: DM: �+9#� 2.$(4��$+-8$.6 ,+%���3��#8 *-�J+ � S *��
*�!�'$�;� ��'�$�) "�-��+ �# .;-+ α $+(-�$+ �#�$�(:

��)��#�� �, .�-�%�) ,+ +'� �-� .�# 0 < α � π
2 1 #+( (+(

*!� *�-+;+�#�)1 '#� S > 0: �!��.�#�) %&!+,�#8 *�!�3�$$.6 S
'�!�, α:

��'�$�� "�-��+ B !+%$���'$+) #!+*�4�) ABCD1 *-�J+ 8
(�#�!�9 %&'��-)�#�) *� 2�!3.-�

S = AB + CD
2 h, ; � CD = AB + 2DE.

�, �ADEK DE = a cos α1
h = a sinα ⇒ S = 2a + 2a cos α

2 · a sinα �-�

S = a2(1 + cos α) sin α, ; � 0 < α � π
2 .

$��� �+ +$+ 2.$(4�)

f(x) = x
x + 1 , x �= −1.

�!��.�#�) $+9#� f(0)1 f(1)1 f(2x)1 2f(x)1 f(x2)1 f2(x):

��)��#�� f(0) = 0
0 + 1 = 0R f(1) = 1

1 + 1 = 1
2 R

f(2x) = 2x
2x + 1 R 2f(x) = 2 x

x + 1 R

f(x2) = x2

x2 + 1
R f2(x) =

(
x

x + 1

)2
:

$�,� �+ +$+ 2.$(4�)

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x2 −2 � x < 0,

tg x
2 , 0 � x < π,

sin 2x, π � x � 2π.

�+9#� f(−1)1 f(0)1 f
(

π
2

)
1 f(π)1 f(7):

!&



��)��#�� x = −1 ∈ [−2, 0) ⇒ f(−1) = (−1)2 = 1R
x = 0 ∈ [0, π) ⇒ f(0) = tg 0 = 0;

x = π
2 ∈ [0, π) ⇒ f

(
π
2

)
= tg π

4 = 1;

x = π ∈ [π, 2π] ⇒ f(π) = sin 2π = 0
x = 7 $� %7� �# % ��-+�#8 �*!� �-�$�):

$�-� �+ !��: LE ,+ +$ ;!+2�( 2.$(4�� f(x): �!��.�#�) ,+�
 +#8 2.$(4�6 f(x) +$+-�#�'��(�:

��)��#�� N#��& ,+ +#8

���: LE

2.$(4�6  -) x ∈ (−∞,−1)1 %���
*�-8,.�3�) .!+%$�$��3 *!)3�91
*!�7� )J�9 '�!�,  %� #�'(�
M1(x1, y1)1 M2(x2, y2)K

x − x1
x2 − x1

= y − y1
y2 − y1

.

� $+5�3 �-.'+� M1(−2, 0)1 M2(−1, 1) ⇒ y = x+2: �-) x ∈ [−1, 1]
�3��3 f(x) = |x|1  -) x ∈ (1, +∞) �. �3 �3�#8 f(x) = 1:

�+(�3 ��!+,�31 f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x + 2, ��-� x < 0,

|x|, ��-� −1 � x � 1,

1, ��-� x > 1.

$���� �+ +$+ 2.$(4�) y = x√
25 − x2

: �+9#� *!�!+J�$��

∆y 2.$(4�� *!� �,3�$�$�� �� +!;.3�$#+ �# x = 3  � x = 4:

��)��#��

∆y = f(4) − f(3) = 4√
25 − 16

− 3√
25 − 9

= 4
3 − 3

4 = 7
12 .

$���� �+ +$+ 2.$(4�) y = x3 + 2x − 5: �+9#� *!�!+J�$��
∆y 2.$(4�� *!� �,3�$�$�� �� +!;.3�$#+ �# x = 1  � x = 1 + ∆x1
; � ∆x B *!��,%�-8$�� *!�!+J�$�� +!;.3�$#+:

��)��#�� ∆y = f(1 + ∆x) − f(1) =

= [(1 + ∆x)3 + 2(1 + ∆x) − 5] − [13 + 2 · 1 − 5] =
= 1 + 3∆x + 3∆x2 + ∆x3 + 2 + 2∆x − 5 − 1 − 2 + 5 =

= ∆x3 + 3∆x2 + 3∆x.

!'



$��$� �+ +$+ 2.$(4�) y = sin2 x
2 : ��(+,+#81 '#� *!� -6�

��3 x ∆y = sin ∆x
2 sin

(
x + ∆x

2

)
: 
�� �#8�) % �*!+%� -�%��#�

!+%�$�#%+1 %,)% x = π1 ∆x = π
3 :

��)��#�� ∆y = f(x + ∆x) − f(x) = sin2 x + ∆x
2 − sin2 x

2 =

=
(
sin x + ∆x

2 + sin x
2

) (
sin x + ∆x

2 − sin x
2

)
=

= 2 sin
(

x
2 + ∆x

4

)
cos ∆x

4 · 2 sin ∆x
4 cos

(
x
2 + ∆x

4

)
=

= 2 sin ∆x
4 cos ∆x

4 · 2 sin
(

x
2 + ∆x

4

)
cos

(
x
2 + ∆x

4

)
=

= sin ∆x
2 sin

(
x + ∆x

2

)
.

�.�#8 x = π1 ∆x = π
3 : ��; +

∆y = sin2
(

π
2 + π

6

)
− sin2 π

2 = sin2 2π
3 − sin2 π

2 = 3
4 − 1 = −1

4 .

�+9 �3 ∆y1 ��*�-8,.) *�-.'�$$.6 2�!3.-.K

∆y = sin π
6 sin

(
π + π

6

)
= sin π

6 sin 7π
6 = 1

2

(
−1

2

)
= −1

4 .

��,.-8#+#& %&'��-�$�9 ∆y ��%*+-�:
$��'� �+9#� f(x)1 ��-� f(x + 1) = x2 − 3x + 2:

��)��#�� �&!+,�3 x2 − 3x + 2 '�!�, (x + 1)K
f(x + 1) = x2 − 3x + 2 = (x + 1 − 1)2 − 3(x + 1 − 1) + 2 =

= (x + 1)2 − 2(x + 1) + 1 − 3(x + 1) + 3 + 2 =
= (x + 1)2 − 5(x + 1) + 6 ⇒ f(x) = x2 − 5x + 6.

$��*� �-) 2.$(4�9

sh x =
ex − e−x

2
O;�*�!��-�'��(�9 ��$.�M �

ch x =
ex + e−x

2
O;�*�!��-�'��(�9 (���$.�M

.�� �#8�) % �*!+%� -�%��#� 2�!3.-K

sh 2x = 2 sh x ch x, ch 2x = ch2 x + sh2 x.

��



��)��#��

1) 2 sh x ch x = 2ex − e−x

2
ex + e−x

2 = (ex − e−x)(ex + e−x)
2 =

= e2x − e−2x

2 = sh 2x;

2) ch2 x + sh2 x =
(

ex + e−x

2

)2

+
(

ex − e−x

2

)2

=

= e2x + 2 + e−2x + e2x − 2 + e−2x

4 = e2x + e−2x

2 = ch 2x.
�+3�#�31 '#� 2�!3.-+  -) sh 2x = 2 shx ch x +$+-�;�'$+

2�!3.-�  -) sin 2x = 2 sin x cos x1 2�!3.-+  -) ch 2x = ch2 x +
+ sh2 x �#-�'+�#�) �# 2�!3.-&  -) cos 2x = cos2 x − sin2 x -�58
,$+(�3 3�" . �-+;+�3&3�: ��, $�� �. �# �#3�'�$ �J� !) �%�9�#%
;�*�!��-�'��(�7 2.$(4�9 sh x � ch x1 +$+-�;�'$&7 �%�9�#%+3 sinx
� cos x: P#� � ��Q)�$)�# *!�!� . $+,%+$�9 2.$(4�9 sh x � ch x:

$���� �+ +$& 2.$(4�� f(x) = x2 � g(x) = 2x: �+9#� f(f(x))1
g(f(x))1 f(g(x)) � g(g(x)):

��)��#��
f(f(x)) = f(x2) = (x2)2 = x4; g(f(x)) = g(x2) = 2x2

;
f(g(x)) = f(2x) = (2x)2 = 4x; g(g(x)) = g(2x) = 22x

.

$��+� �+ +$& 2.$(4�� f(x) = x3 −x � g(x) = sin 2x: �!��.�
�#�)

+M .�� �#8�)1 '#� f
(
g

(
π
12

))
= f

(
1
2

)
R

�M $+9#� g(f(f(1))):

��)��#��

+M f
(
g

(
π
12

))
= f

(
sin π

6

)
= f

(
1
2

)
= 1

8 − 1
2 = −3

8;

�M g(f(f(1))) = g(f(1 − 1)) = g(f(0)) = g(0 − 0) = sin 0 = 0.

$���� �+ +$& �-�"$&� 2.$(4��

y = 3√sin 5x, y = 2arctg
√

x, y = sin3(lg(x2 + 1)).

�!��.�#�) *!� �#+%�#8 (+" .6 2.$(4�6 % %� � 4�*�'(� *!��#�9�
5�7 <-�3�$#+!$&7 2.$(4�9:

��)��#��

LM y = 3
√

u1 u = sin v1 v = 5x:

�!



�.$(4�) y = 3√sin 5x )%-)�#�) �.*�!*�,�4��9 -�$�9$�91 #!�;�$��
3�#!�'��(�9 � �#�*�$$�9 2.$(4�9:

GM y = 2u1 u = arctg v1 v =
√

x:
�.$(4�) y = 2arctg

√
x )%-)�#�) �.*�!*�,�4��9 �#�*�$$�91 ��!+#�

$�9 #!�;�$�3�#!�'��(�9 � *�(+,+#�-8$�9 2.$(4�9:
FM y = u31 u = sin v1 v = lg z1 z = x2 + 1:

�.$(4�) y = sin3(lg(x2 + 1)) )%-)�#�) �.*�!*�,�4��9 !+4��$+-8�
$�91 -�;+!�23�'��(�91 #!�;�$�3�#!�'��(�9 � �#�*�$$�9 2.$(�
4�9:

$��,� ��Q)�$�#81 *�'�3. <-�3�$#+!$&� 2.$(4��
z = −x2 + x − 1 � y = lg z $� �*!� �-)6# �-�"$�9 2.$(4��:

��)��#�� ��-+�#86 �*!� �-�$�) 2.$(4�� y = lg z )%-)�#�)
3$�"��#%� Z = (0, +∞)1 2.$(4�) "� z = −x2+x−1 = −(x− 1

2)2−3
4

*!�$�3+�# #�-8(� �#!�4+#�-8$&� ,$+'�$�) � *�#�3. $� 3�"�#
�&#8 +!;.3�$#�3 2.$(4�� y = lg z: ��<#�3. �.*�!*�,�4�) y =
= lg(−x2 + x − 1) 2.$(4�9 z = −x2 + x − 1 � y = lg z $� �3��#
�3&�-+:

$��-� �+*��+#8 .�-�%�) $+ 2.$(4�6 f(x) % �� ��-+�#� �*!��
 �-�$�)1 *!� (�#�!&7 �. .# �*!� �-�$& �-� .6J�� 2.$(4��K

LM y = 1
f(x) R GM y =

√
f(x)R FM y = loga f(x)R

HM y = 1
loga f(x) R AM y = arcsin f(x)R SM y = arctg f(x):

��)��#��

LM y = 1
f(x) �*!� �-�$+ % #�9 '+�#� ��-+�#� �*!� �-�$�)

f(x)1 ; � f(x) �= 0R
GM y =

√
f(x) �*!� �-�$+ *!� .�-�%��1 '#� f(x) � 0R

FM y = loga f(x) B �-�"$+) -�;+!�23�'��(+) 2.$(4�)1 �*!��
 �-�$$+) *!� *�-�"�#�-8$&7 ,$+'�$�)7 �%��;� +!;.3�$#+1 #� ��#8
*!� .�-�%��1 '#� f(x) > 0R

HM y = 1
loga f(x) B ��-+�#86 �*!� �-�$�) <#�9 2.$(4�� �. �#

3$�"��#%� ,$+'�$�9 x1 . �%-�#%�!)6J�7 .�-�%�)3
f(x) > 0 � f(x) �= 1;

AM y = arcsin f(x) B �*!� �-�$+  -) x1 *!� (�#�!&7
f(x) ∈ [−1, 1];

��



SM y = arctg f(x) B <#+ 2.$(4�) �*!� �-�$+ %�6 .1 ; � �*!��
 �-�$+ f(x)1 #+( (+( 2.$(4�) y = arctg x �*!� �-�$+  -) %��7
 �9�#%�#�-8$&7 ,$+'�$�9 x:

$�$�� �+9#� ��-+�#8 �*!� �-�$�) ,+ +$$&7 2.$(4�9K

LM y = x + 2
x − 1 R GM y =

√
x + 2
x − 1 R FM y = lg(x3 − 9x)R

HM y = 1
lg(1 − x) +

√
x + 2R AM y = arcsin x

3 + 1√
x2 + x − 2

R

SM y =
√

sinx +
√

16 − x2R TM y = x2 + x + 1
x3 − 4x2 + x + 6

:

��)��#��

LM y = x + 2
x − 1 1 X = (−∞, 1) ∪ (1, +∞):

GM y =
√

x + 2
x − 1 B 2.$(4�) �*!� �-�$+ *!� .�-�%��1 '#�

x + 2
x − 1 � 0 ⇔ (x + 2)(x − 1) � 0 *!� x �= 1.

��5+) $�!+%�$�#%� 3�#� �3 �$#�!%+-�%1

*�-.'�3 x ∈ (−∞,−2]∪(1, +∞):
FM �.$(4�) y = lg(x3 − 9x) �*!� �-�$+  -) #�7 x1 *!� (�#��

!&7
x3 − 9x > 0 ⇔ x(x − 3)(x + 3) > 0.

��5+) $�!+%�$�#%� 3�#� �3 �$#�!%+-�%1

*�-.'�3 x ∈ (−3, 0)∪
(3, +∞):

HM �.$(4�) y = 1
lg(1 − x) +

√
x + 2 �. �# �*!� �-�$+  -) #�7

,$+'�$�9 x1  -) (�#�!&7 �*!� �-�$� (+" �� �, �� �-+;+�3&7: P#�
�,$+'+�#1 '#� ��-+�#8 �*!� �-�$�)  +$$�9 2.$(4�� �. �# !�5��
$��3 ���#�3&K ⎧⎪⎨

⎪⎩
1 − x > 0,

lg(1 − x) �= 0,

x + 2 � 0,

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

x < 1,

x �= 0,

x � −2.

�+(�3 ��!+,�31 x ∈ [−2, 0) ∪ (0, 1):

� 



AM ��!%�� �-+;+�3�� 2.$(4�� y = arcsin x
3 + 1√

x2 + x − 2
�*!� �-�$� *!� .�-�%��1 '#� −1 � x

3 � 1 �-� −3 � x � 3: �#�!��
�-+;+�3�� �*!� �-�$�1 (�; + x2 + x − 2 = (x + 2)(x − 1) > 01 #�
��#8 *!� x ∈ (−∞,−2]∪(1, +∞): �+9 �3 ,$+'�$�) x1 *!� (�#�!&7
�*!� �-�$& ��+ �-+;+�3&7K

�+(�3 ��!+,�31 x ∈ [−3,−2) ∪ (1, 3]:
SM �.$(4�) y =

√
sin x+

√
16 − x2 �*!� �-�$+  -) x1 . �%-��

#%�!)6J�7 ���#�3� $�!+%�$�#%K{
16 − x2 � 0,

sinx � 0,
⇔

{
−4 � x � 4,

sinx � 0.

N#��& ��-�;'�#8 !�5�$�� ���#�3&1 %��*�-8,.�3�) ;!+2�(�3 2.$(�
4�� y = sinxK

�, %��7 ,$+'�$�9 x1  -) (�#�!&7 sin x � 01 .�-�%�6
−4 � x � 4 . �%-�#%�!)6# x1 *!�$+ -�"+J�� *!�3�".#(+3 [−4,−π]
� [0, π]: �+(�3 ��!+,�31 X = [−4,−π] ∪ [0, π]:

TM �!��$��!+4��$+-8$+) 2.$(4�)

y = x2 + x + 1
x3 − 4x2 + x + 6

= P (x)
Q(x)

�*!� �-�$+ %�6 .1 ,+ ��(-6'�$��3 #�'�(1 % (�#�!&7 Q(x) = 0:
�+ +'+ �%� �#�) ( $+7�" �$�6 (�!$�9 3$�;�'-�$+1 �#�)J�;� %
,$+3�$+#�-�  !���: �+( (+( Q(−1) = 01 x1 = −1: �-) #�;�1 '#��
�& $+9#�  %+  !.;�7 (�!$)1 $+9 �3 '+�#$�� �#  �-�$�) Q(x) $+
!+,$��#8 (x − x1)K

�(



x3 − 4x2 + x +6 x + 1
x3 + x2 x2 − 5x + 6

− 5x2 + x

− 5x2 − 5x

6x +6
6x +6

0
��5+) .!+%$�$�� x2 − 5x + 6 = 01 $+9 �3 ��#+-8$&� (�!$�K

x2 = 2, x3 = 3.
�+(�3 ��!+,�31 ,+ +$$+) 2.$(4�) �*!� �-�$+ %�6 .1 ,+ ���

(-6'�$��3 #�'�( x1 = −11 x2 = 21 x3 = 31 #� ��#8
x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 2) ∪ (2, 3) ∪ (3, +∞).

%� �������+ �
�
� ��� �
#��������+��,

�
���!

'��� �+ +$& 2.$(4��K f(x) = x − 2
x + 3 � g(x) = |x − 2|

x + 3 :
�+9#� f(1)1 g(1)1 f(2)1 g(2)1 |f(−4)|1 |g(−4)|:

'�$� �+ +$+ 2.$(4�) f(t) = t2 + 1
t2
:

�+9#� f(2)1 f(1
2)1 f(a) − f(1

a):
'�'� �+ +$+ 2.$(4�) f(x) = x3 − 1:

�+9#�
f(b) − f(a)

b − a
*!� a �= b:

'�*� �+ +$+ 2.$(4�) f(x) = lg 1 − x
1 + x : �!�%�!�#8 !+%�$�#%�

f(a) + f(b) = f

(
a + b

1 + ab

)
:

'��� 
�� �#8�) % �*!+%� -�%��#� 2�!3.-
ch2 x − sh2 x = 11 2 sh2 x = ch 2x − 11 2 ch2 x = ch 2x + 1

 -) 2.$(4�9 sh x = ex − e−x

2 1 ch x = ex + e−x

2 : �!+%$�#�  �(+,+$�
$&� 2�!3.-& � ���#%�#�#%.6J�3� 2�!3.-+3� #!�;�$�3�#!��:

'�+� �+ +$+ 2.$(4�)

��



f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

cos2 x
3 , −π � x � −π

2 ,

| tg x|, −π
2 < x < 0,√

π − 4x2, 0 � x � π
2 .

����� f(−3π
2 )� f(−π

2 )� f(−π
4 )� f(0)� f(log2 9)�

���� ��	�
���� 
��	���� ������� f(x) = 25
x2 + x2 � ��	����

��� ������� 5
x + x = 2�

���� ������ ������� f(x) = x3 − 3x� ����� ����������
������� ��� �
������� �� ��������� �� x = 2 �� x = 2 + ∆x�

���� ������ ������� y = cos2 x� ����
���� 	�� ��� � !��
x ∆y = − sin ∆x sin(2x + ∆x)�

����� ������ ������� f(x) = ex� g(x) = sinx� φ(x) =
= arctg x� ����� f(g(x))� g(f(x))� φ(g(x))� f(φ(x)) � �!�����
��
	�� ��"��� �
 ���
����� 
������
���� ����� 
��
� ��� �
��

���
���������� x�
����� �������� 
��"��� ������� ����
������ � ���� ��#

��	�� ���
���$�� %����������� ������� � ���
��� �� �!��
��

�����������&

'( y =
√

x2 − 3x) *( y = sin π
x )

+( y = ln2(x2 + 4)) ,( y = earcsin
√

x�

����� -!.�
����� ��	��� 
 ������ ����	�� ���
���$��

%����������� ������� v = 1√
x
� u = 2v � y = arcsinu ����
�


����� y ��� 
��"�� ������ x�
����� ����� �!��
�� ����������� 
���� ��� �������&

'( y =
√

25 − x2) *( y = 1
3
√

25 − x2
)

+( y = 4√x2 − 4x + 1√
x + 2

) ,( y = lg(2x2 − 5x + 2))

/( y = 1
lg(4 − x) +

√
5x − x2) 0( y = x2 − 9

x3 + 6x2 − 9x − 54
)

1( y = arccos x − 2
3 ) 2( y = arcsin 2

x + x√
9 − x2

)

3( y = lg sinx +
√

3 − x
x − 7 )

'4( y =
√

cos sin x + lg(x2 + x + 1))
''( y =

√|x| − 1 +
√

2 − |x|)

��



'*( y =
√

sinx − 1
2 + lg(25 − x2)) '+( y =

√∣∣∣∣ 3x
x2 − 4

∣∣∣∣ − 1�

-�����& '( [−5, 5]) *( (−∞,−5) ∪ (−5, 5) ∪ (5, +∞))
+( (−2, 0] ∪ [4, +∞)) ,( (−∞, 1

2) ∪ (2, +∞))
/( [0, 3) ∪ (3, 4)) 0( (−∞,−6) ∪ (−6,−3) ∪ (−3, 3) ∪ (3, +∞))
1( [−1, 5]) 2( (−3,−2] ∪ [2, 3)) 3( [3, π] ∪ [2π, 7))
'4( (−∞, +∞)) ''( [−2,−1] ∪ [1, 2]) '*( (−5,−7π

6 ) ∪ [π6 , 5π
6 ])

'+( [−4,−2) ∪ (−2,−1] ∪ (2, 4]�
����� ��������� ������� ������� 
 
������� �!��
�� 

����������� � ��"��� �
 
���� ��� 
��	���&

'( x �= 1; x �= 2) *( x ∈ [1, 2]) +( x ∈ (1, 2)) ,( x ∈ (1, 2])
/( x ∈ (−∞, 1] ∪ [2, +∞)) 0( x ∈ (−∞, 1) ∪ (2, +∞)�
���	� ������� �������� �!������ 
�������&

'( y = 1 − 3x) *( y = x2 + 1)
+( y = 3√x2 + 1) ,( y = 2 sin 3x)

/( y = 2x

1 + 2x ) 0( y = log2(x +
√

x2 + 1)�
-�����& '( y = 1 − x

3 ) *( y = ±√
x − 1) +( y = ±√

x3 − 1)

,( y = 1
3 arcsin x

2 ) /( y = log2
x

1 − x ) 0( y = 2x − 2−x

2 �

���
� ������� �������	�
�� �������� ������� �������

�
�!��"��� �� ��
� '' � '*�

5�
� '' 5�
� '*

����� 5��������� ���"����
� �� ������ ��	�� 	���
 '* 


��
�� ��	��� ���"���� ��������
� �� ��

������ +*�1 
� �� ��	#

�� ��
	���) 	���
 *4 
 ��
�� ��	��� ���"���� ��

������ 
����

������ ,+�, 
�� ����	��� 
���
���
����

������S �� ������� t�

-����& S = 16.6 + 1.34t�

��



����� ��� �����"����� ������ *�, �� � ��
������� 
����#

�������� 
��� ���� ����� 4�2 6� ����� ������������� 
���
�#

��
�� 
��� ���� �� �����"�����

-����& I = 1
3U �

����� ��������� ����	�
��� ��
� 
������� ��� *4 ◦7 �!.��
'41 
�3� ��� ,4 ◦7 �!.�� 
��� ������ '', 
�3� 8
���� �
 
�����

9��:; 

���� ����� ������ � ����"� �� 
���
���
�� �!.���

��
� V �� ����������� t�

-����& V = 100 + 0.35t�
����� �� 
����� ��!���:<������ 
���
���
�� �������� E

�� ��
���"���� R ����"���
� �������� E = k · lnR� k ==>?@A�
B!�����
�� 	�� �
�� ��
!�"����� ��
��
���� � ��������	�
���

������

��� �� �������� ��
��� � ��������	�
��� ������

���

����� ����	��� ������������� 
���
���
�� ����� y ��#
���� �������������� ������������ �� ����� x ������� �������

�
�� ��������
� ����� /�

-����& y =
√

25 − x2�

����� ����
��� ������� �����!�������� �������� 
 �
��#

������� a � b ��� ������ ���� α ��� �
������� a�

-����& S = a2 − b2

4 · tg α�
����� � ����������� 
 �
�������� b � ��
���� h ���
�� ���#

����������� ����
��� �������� P � ������� S ��������������
��� ������� ��� ��
��� x�

-����& P = 2b + 2(1 − b
h

)x� S = b(1 − x
h

)x�
����� � $�� �����
� R ���
�� ����
� ����� �����������#

�� 
���
���
�� �!.��� V ����
� �� ��� ��
��� h�

-����& V = 1
3πh2(2R − h)�

���	� -���� $��� �����
� R ���
�� ����
� ����� ������#

������� 
���
���
�� ������� S !������ ��������
�� ����
� ��
���� α ��� ���$��� �
����� 
�	���� ����
��

-����& S =
πR2 ctg2(π

4 − α
4 )

sin α
2

�

��



���
� �� �
� ����!��� y2 = 2px 
����� ��	�� A(a, 0)� 5�
#

������ �� ��	�� A �� ����
������� ��	�� M(x, y) ����!��� ���#
�� l� ����� ������������� 
���
���
�� ��

������ l �� �!
��
#

� x ��	�� M(x, y)�

-����& l =
√

(x − a)2 + 2px�
����� �� ��������"��
�� y =

√
25 − x2 �
��� ��	�� A(5, 0)�

B(3, 4) � C(x, y) : ����
������� ��	�� ��������"��
��� �����
������������� 
���
���
�� ������� S ������������ ABC ��

�!
��

� x ��	�� C(x, y)�

-����& S = |√25 − x2 + 2x − 10|�

��



���� ���������� ��	�
���� 
������

�� �������� �	
�	�� 
�	���� ���
���

	
��
�

���� �������	
�� �
��� ���	������

������������ ���
���

y = kx + b� k > 0 y = kx + b� k < 0

5�
� ' 5�
� *

y = k
x � k > 0 y = k

x � k < 0

5�
� + 5�
� ,

��



y = ax2 + bx + c� D = b2 − 4ac

a > 0� D > 0 a > 0� D = 0 a > 0� D < 0

5�
� / 5�
� 0 5�
� 1

a < 0� D > 0 a < 0� D = 0 a < 0� D < 0

5�
� 2 5�
� 3 5�
� '4

y = ax� y = loga x� a > 1 y = ax� y = loga x� 0 < a < 1

5�
� '' 5�
� '*

��



y = sinx y = cos x

5�
� '+ 5�
� ',

y = tg x y = ctg x

5�
� '/ 5�
� '0

y = arcsinx y = arccos x

5�
� '1 5�
� '2

��



y = arctg x y = arcctg x

���� �� ���� ��

���� ����� �	
�� �� [a, b] �
����
�� �	������

�������� ������� ������� ���	������ ��

���� �� � �� 

���� �� ���� ��

���� �� ���� �	


��
�������� �� ���� �� � �	 ������� �������� ��������

���� �� [a, b]�

��



��!� " #�� ����#�� 
��������
�� �������

$���� ��% �� ���	�
��
�� $���� ��% �

�	�
��
�� $���� �!% ��

��
��������
�� $���� ��% 
 �� ���������!�" �� [a, b] ������� ∀x1, x2 ∈ [a, b]#

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).
 �� ���
����!�" �� [a, b] ������� ∀x1, x2 ∈ [a, b]#

x1 < x2 ⇒ f(x1) � f(x2).
 �� �
����!�" �� [a, b] ������� ∀x1, x2 ∈ [a, b]#

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).
 �� �����������!�" �� [a, b] ������� ∀x1, x2 ∈ [a, b]#

x1 < x2 ⇒ f(x1) � f(x2).
$��������!��% ���
����!��% �
����!�� � �����������!��

������� ���������� ������������ $��������!�� � �
����!��

������� ���������� ����� ����&� ������������

���� ����� &������'�� (����������� �������

)
�)���) ����������� 
'������ y = kx + b ���������� (�� k > 0 )���� �* � �
�����

(�� k < 0 )���� �*�
'������ y = k

x �
����� (�� k > 0 )���� �* � ���������� (��
k < 0 )���� 	*�

'������ y = ax2 + bx + c% a > 0 �
����� (�� x < −b/2a �
���������� (�� x > −b/2a )���� + � ,*�

'������ y = ax2 + bx + c% a < 0 ���������� (�� x < −b/2a �
�
����� (�� x > −b/2a )���� - � ��*�

'������ y = ax � y = loga x ���������� (�� a > 1 )���� ��*
� �
����� (�� 0 < a < 1 )���� ��*�

'������ y = sin x% y = cos x ����� ������. ����/��������
�������� '������ y = sinx ���������� �� [−π

2 , π
2 ]% �
����� ��

[π
2 , 3π

2 ] � ��0� )���� ��*� '������ y = cos x ���������� �� [−π, 0]%
�
����� �� [0, π] � ��0� )���� �	*�

'������ y = tg x ���������� �� (−π
2 , π

2 )% (π
2 , 3π

2 ) � ��0� )���� �+*�
'������ y = ctg x �
����� �� (−π, 0)% (0, π) � ��0� )���� �1*�
'������ y = arcsinx ���������� �� [−1, 1] )���� �,*�
'������ y = arccos x �
����� �� [−1, 1] )���� �-*�

��



'������ y = arctg x ���������� �� (−∞, +∞) )���� ��*�
'������ y = arcctg x �
����� �� (−∞, +∞) )���� ��*�

��*� ����� &������'�� (����������� �������

)
�)���) ������#������ ����� ������#�+

�� ���,�� �
���� ��� ���,�� ����� �����

��������#��� 

'������ y = f(x) �&����/��� �� X% ���� ��!������� /����
m � M �����% /�� m � f(x) � M % ∀x ∈ X�

2&����/������ ��������� ��������#

y = sin x% ��� ��� −1 � sinx � 1% ∀x ∈ (−∞, +∞);
y = cos x% ��� ��� −1 � cos x � 1% ∀x ∈ (−∞, +∞);
y = arcsinx% ��� ��� −π

2 � arcsinx � π
2 % x ∈ [−1, 1];

y = arccos x% ��� ��� 0 � arccos x � π% x ∈ [−1, 1];
y = arctg x% ��� ��� −π

2 < arctg x < π
2 % x ∈ (−∞, +∞);

y = arcctg x% ��� ��� 0 � arcctg x � π% x ∈ (−∞, +∞).
'������ y = f(x) ���������� �&����/����" ����3� �� X% ����
∃M # f(x) � M ∀x ∈ X�  �� �������% �&����/����" �����% ∃m#
f(x) � m ∀x ∈ X�

'������ y = ax2 +bx+c �&����/��� ����� (�� a > 0 )���� +%
1% ,* � ����3� (�� a < 0 )���� -% �% ��*�

'������ y = ax �&����/��� ����� )���� ��% ��*% ��� ���

ax � 0 ∀x ∈ (−∞, +∞)�
'������ y = kx + b% y = k

x % y = loga x% y = tg x% y = ctg x ��
�&����/��� � ����3 �
�����3 �(��0�������

��-� ����
� ���	������, �������
 #����� �

��#����� ������� 

 �� /����" ������� f(−x) = f(x) �% ���0������.��% &���
��� /����" ������� ��������/�� ���������.�� ��� ��0�����  ��

��/����" ������� f(−x) = −f(x)� $ 4��� ���/�� &����� �����
��� ��������/�� ���������.�� ��/��� ����0�����

5��0� (�����"6�3 4����������3 ������" /������ �����

���� ������� y = ax2% y = cos x% ��/������ � ������� y = kx%

��



y = k
x % y = sin x% y = tg x% y = ctg x% y = arcsinx% y = arctg x� '����

��� y = ax2 + bx + c (�� b �= 0% y = ax% y = loga x% y = arccos x%
y = arcctg x �� �������� �� /������% �� ��/�������

��.� ����� �	
�� �
����
�� �	������ &������+

'�� ������������#����� ������� 

7��&��������/����� ������� �������� (����0�/�������

5�&����� �(��0������% ������� y = f(x) ���������� (����
�0�/����"% ���� ��!������� /���� T �����% /��

f(x + T ) = f(x).
 �� ������" y = sinx � y = cos x ������.6�� (��������.���
(����0�� 
�0�� T = 2π )���� ��% �	*% 0�� y = tg x � y = ctg x T = π
)���� �+ � �1*�

8�� ��6���� ��0�/ 
�0�� ����������� �����&��������/��

���� (����0�/����� ��������

�� ������� ��	�


���� 
����0����. �� �����������. � (�������. &������

������"#

1) y = |x|; 2) y = |x| − x; 3) y = 2x3 + x; 4) y = x + 3
x − 1 .

�������� 
�3�0� �� �(��0������ ���������" �������% (��

�����0������ ������� �� �����������. ���0��� ���������. ����

��������

f(x2) − f(x1)
0�� x1 < x2 �� �
����� �(��0������ �������� 9��� �������. (��

�������.�� )f(x2) > f(x1)*% ������� ����������� 9��� �������.
���������.�� )f(x2) < f(x1)*% ������� �
������

�* y = |x|�
8���. x1 < x2 < 0� 7�&0� f(x2) − f(x1) = |x2| − |x1| < 0 ⇒

⇒ y = |x| �
����� �� (−∞, 0]�
8���. 0 � x1 < x2� 7�&0� f(x2) − f(x1) = |x2| − |x1| > 0 ⇒

⇒ y = |x| ���������� �� [0, +∞)� :����� ������� ���
����� ��
���� �+�

�* y = |x| − x =

{
−2x, ���� x < 0,

0, ���� x � 0.

��



���� �+ ���� �1

8���. x1 < x2 < 0� 7�&0� f(x2) − f(x1) = −2x2 + 2x1 =
= −2(x2 − x1) < 0 ⇒ y = |x| − x �
����� �� (−∞, 0)�

 �� x � 0 ������� y = |x| − x (��������� 7���� �
�����%
y = |x| − x � �����������!�� �� (−∞, +∞) ������� )���� �1*�

�* y = 2x3 + x�
8���. x1 < x2� 7�&0� f(x2) − f(x1) = 2x3

2 + x2 − 2x3
1 − x1 =

= 2(x3
2 − x3

1) + (x2 − x1) = (x2 − x1)(2(x2
2 + x1x2 + x2

1) + 1) =
= (x2 − x1)(2(x2 + x1

2 )2 + 3
2x2

1 + 1).
$����" ����������. (�������� ���.�� (��������.��� ����

/����% (�4���� (�� x1 < x2 f(x2) − f(x1) > 0 �% ���0������.��%
y = 2x3 + x � ���������!�� �� (−∞, +∞) ��������

8�� (��������� &������ ������� �/���% /�� y(0) = 0 �
������� y = 2x3 +x � ��/�����# y(−x) = −2x3−x = −(2x3 +x) =
= −y(x)� :����� ������� ���
����� �� ���� �,�

���� �, ���� �-

��



	* y = x + 3
x − 1 % X = (−∞, 1) ∪ (1, +∞)�

8���. x1 < x2� 7�&0� f(x2) − f(x1) = x2 + 3
x2 − 1 − x1 + 3

x1 − 1 =

= x1x2 + 3x1 − x2 − 3 − x1x2 − 3x2 + x1 + 3
(x2 − 1)(x1 − 1) = −4(x2 − x1)

(x2 − 1)(x1 − 1) �

;�������. 0��
� (�� x1 < x2 ������������ <��� ����������

�� �������% �/���0��% �� ����/��� x1 � x2 (� ��������� � �� 8��

x1 < x2 < 1 �
� ����������� ����������� ���������.��% �� ���.
����������. (���������� ⇒ f(x2) − f(x1) < 0 ⇒ y = f(x) ��
(−∞, 1) �
������ 8�� 1 < x1 < x2 �
� ����������� �����������

(��������.��% ����������. (���������� ⇒ f(x2) − f(x1) < 0 ⇒
y = f(x) �� (−∞, 1) ���� �
����� )���� �-*�

<������% /�� � ���/��% ��&0� �
����. �(��0������ �����

��� �������� �
=�0������� ������.��3 ��������% �����0������

�� �����������. ���0��� (����0��. ��0��.�� �� ���0�� �� ����

����� )��� 4�� 
��� �0����� (�� �����0������ (����0��" �����

���*�

���� >
�0��.��% /�� �������

f(x) = x6 − 10x4 + 26x2

�&����/��� ������

��������

f(x) = x2((x4 − 10x2 + 25) + 1) = x2((x2 − 5)2 + 1).
2/���0��% /�� f(x) � 0 ∀x ∈ R% (�� 4��� f(0) = 0 � ������.6��
���/���� ��������

���� >
�0��.��% /�� �������

f(x) = 7√
3x2 − 6x + 5

�&����/��� ����3��

��������

f(x) = 7√
3x2 − 6x + 5

= 7√
3(x2 − 2x + 1) + 2

=

= 7√
3(x − 1)2 + 2

.

2/���0��% f(x) � 7√
2

∀x ∈ R% (�� 4��� f(1) = 7√
2
� ���
��.6��

���/���� ��������

��



<������% /�� ��6���� ��0�/ ��� � ��� �������� �� ��0������

(����&� ���0���� �� ���0�����&� ���3/����� ?���0 ��0������

(����&� ���0���� 6����� ��(��.������ � ����� �����������

��	� @�"�� ������.6�� � ���
��.6�� ���/���� �������

f(x) = 3 sinx + 4 cos x�

��������

f(x) = 5(3
5 sin x+ 4

5 cos x) = 5(cos α sinx+sinα cos x) = 5 sin(x+α),
&0� �&�� α �����% /�� cos α = 3

5 % sinα = 4
5 )4�� ��������% ���

��� (3
5)2 + (4

5)2 = 9
25 + 16

25 = 1*� 7�� ��� −1 � sin(x + α) � 1%
�� −5 � f(x) � 5% �� ���. ������.6�� ���/���� f(x) ����� −5%
���
��.6�� ����� +�

��
�  ������.% /�� ������� f(x) = cos ax (a > 0) (����0��
/�����% � ��"�� �� (����0 T �

�������� 7��
����� (������.% /�� ��!������� (��������.�

��� /���� T �����% /�� cos a(x+T ) = cos ax ∀x ��� /�� cos a(x+T )−
− cos ax = 0 ∀x� 
�(��.��� ������� cos α − cos β = −2 sin α+β

2 ×
× sin α−β

2 0�� �������� ���������% (���/��

cos a(x + T ) − cos ax = −2 sin
(
ax + T

2

)
sin aT

2 .

$����" ����������. �� ������� �� x% (�4���� T ��"0�� �� �����

��� sin aT
2 = 0� A�� ����/���% /�� T 0����� �0����������. �����

����� aT
2 = πk ��� T = 2πk

a % k = 0,±1,±2, ... @�����.6��
(��������.��� ���/���� T (���/�� (�� k = 1� 7���� �
�����%
T = 2π

a �
<������% /�� 2π � (����0 ������� cos x� ?� 0�������% /��

(����0 ������� cos ax ����� 2π
a � B����&�/��� ������0���� ����

�� ����� � � �
!�� ���/��# ���� f(x) � (����0�/����� ������� �
(����0�� T % �� ������� f(ax+ b)% &0� a > 0% ���� (����0�/�����
� (����0�� T

a )(�(��
�"�� 0������. 4�� ������0���� ���������

���.��*�

���� 
�(��.��� ��6���� ��0�/� ��+% ������. (����0 �����

��"#

1) f(x) = cos x
2 ; 2) f(x) = sin 4x; 3) f(x) = sin

(
4x + π

8

)
;

4) f(x) = tg x
3 ; 5) f(x) = ctg

(
2x + π

4

)
.

��



��������

�* f(x) = cos x
2

(
a = 1

2

)
% T = 4πC

�* f(x) = sin 4x (a = 4)% T = 2π
4 = π

2 C

�* f(x) = sin
(
4x + π

8

)
(a = 4)% T = π

2 C

	* f(x) = tg x
3

(
a = 1

3

)
% T = π

1/3 = 3πC

+* f(x) = ctg
(
2x + π

4

)
(a = 2) T = π

2 �
���� @� (��������� [0, 2] ��0��� �������

f(x) =

{
1 − x, ���� x ∈ [0, 1],
log2 x, ���� x ∈ (1, 2].

8�������. &����� (����0�/����" ������� � (����0�� T = 2%
������� �� (��������� [0, 2] ���(�0��� � �������" f(x)�

�������� 8������� &����� f(x) �� (��������� [0, 2] � (��
���0�/���� � (����0�� T = 2 (��0����� 4��� &����� �� ���
/������� ��. )���� ��*�

���� ��

��
� 8����������&��������/����"(����0�/����"��������

8���. x ∈ (−∞, +∞)� D��0�� ���/���� x ����� (��0����
���. � ��0� x = k + λ% &0� k � ����� /����% λ ∈ [0, 1)% ��(�����%
5.23 = 5 + 0.23% −3.76 = −4 + 0.24% π = 3 + 0.14159��� 8����� ����
&����� ���������� ����" /���.� x � �
����/����� [x]% ������ �
0��
��" /���.� x � �
����/����� {x}� 
���% x = [x] + {x}� :���
���� ������" y = [x]% y = {x} ���
������ �� ���� �� � ���

x ∈ [−1, 0)# [x] = −1 y = {x} � (����0�/�����
x ∈ [0, 1)# [x] = 0 ������� � (����0�� T = 1%
x ∈ [1, 2)# [x] = 1 � ��0� ��� ��� {x + 1} = {x}�

��



���� �� ���� ��

���� E�0�� �� (����0�/����" �������  ���3��F

'������  ���3�� D(x) �(��0������� ���0��!�� �
�����#

D(x) =

{
1, ���� x ��������.��,

0, ���� x ����������.��.

:����� 4��" ������� ���
�����. ����������� 2� �������

�� 
������/��&� ��������� ��/�� ��� Ox )0�� ����������.��3
x* � ��������� ������������3 0��& �� 0��&� ��/�� (����" y = 1
)0�� ��������.��3 x*� 
��������% /�� (�� 4��� �������  ����
3�� � (����0�/����� �������� 8������% /�� �� (����0�� �����

������. ��
�� ��������.��� /���� T � $ ����� 0���% ���� T � ���
������.��� /����% ��&0� /���� x+T 
�0�� ��������.���% ���� x �
��������.��� /����% � ����������.���% ���� x � ����������.���
/����� 7�&0� � ���� �(��0������ �������  ���3�� 
�0�� ����.

D(x + T ) =

{
1, ���� x ��������.��,

0, ���� x ����������.��,

�% ���0������.��% D(x + T ) = D(x)% �� ���. �������  ���3�� �
(����0�/����� �������% (����0�� ������" �������� ��
�� �����

����.��� /�����

�����
����0����. �� /������. � ��/������. ���0��!�� �����

���#

�* f(x) = x6 − 3x2C �* f(x) = x5 − 4x3C �* f(x) = x3 + x2 − 2C
	* f(x) = sinx

x C +* f(x) = 3
√

x + 2 + 3
√

x − 2C 1* f(x) = lg 1 + x
1 − x �

��



��������

�* f(x) = x6 − 3x2C

f(−x) = (−x)6 − 3(−x)2 = x6 − 3x2 = f(x) ⇒ f(x) = x6 − 3x2

� /����� ��������

�* f(x) = x5 − 4x3C

f(−x) = (−x)5 − 4(−x)3 = −x5 + 4x3 = −(x5 − 4x3) = −f(x) ⇒
⇒ f(x) = x5 − 4x3 � ��/����� ��������

�* f(x) = x3 + x2 − 2C

f(−x) = (−x)3 + (−x)2 − 2 = −x3 + x2 − 2 �=
{

f(x)
−f(x)

⇒ f(x) ��

�������� �� /����"% �� ��/����" �������"�

	* f(x) = sinx
x C

f(−x) = sin(−x)
−x = − sinx−x = sin x

x = f(x) ⇒ f(x) = sinx
x

� /����� ��������

+* f(x) = 3
√

x + 2 + 3
√

x − 2C
f(−x) = 3

√−x + 2 + 3
√−x − 2 = − 3

√
x − 2 − 3

√
x + 2 = −f(x) ⇒

⇒ f(x) = 3
√

x + 2 + 3
√

x − 2 � ��/����� ��������
1* f(x) = lg 1 + x

1 − x C

f(−x) = lg 1 − x
1 + x = − lg 1 + x

1 − x = −f(x) ⇒ f(x) = lg 1 + x
1 − x � ��/���

��� ��������

����� 
����0����. �� /������. �

���� ��

(�������. &����� ������� y = |x + 1|+
+|x − 1|�

�������� y(−x) = |−x+1|+ |−x−
−1| = |x−1|+|x+1| = y(x) ⇒ y = |x+1|+
+|x−1| � /����� �������% �� &����� ����
�����/�� ���������.�� ��� Oy% (�4����
0������/�� �����0����. ������� ���.��

0�� x � 0�
8���. x ∈ [0, 1]% ��&0� y = |x+1|+|x−1| = (x+1)−(x−1) = 2�

8���. x ∈ [1, +∞)% ��&0� y = |x+1|+|x−1| = (x+1)+(x−1) = 2x�
:����� ������� y = |x + 1| + |x − 1| ���
����� �� ���� ���
����� 
����0����. �� /������. � ��/������. � (�������.

&������ ������"

�	



sh x = ex − e−x

2 � &�(��
���/����" ����� �

ch x = ex + e−x

2 � &�(��
���/����" ��������

��������

�* y(x) = ex − e−x

2 C

y(−x) = e−x − e−(−x)

2 = e−x − ex

2 = −ex − e−x

2 = −y(x) ⇒
⇒ y = sh x � ��/����� �������% �� &����� ��������/�� ���

�������.�� ��/��� ����0����� 8�� (��������� &������ �����

��� f(x) = sh x �/���% /�� sh 0 = 0 � sh x � ���������!�� ��
(−∞, +∞) ������� )���� ��*�

�* y(x) = ex + e−x

2 C

y(−x) = e−x + e−(−x)

2
e−x + ex

2 = y(x) ⇒ y = chx � /����� �����
���% �� &����� ��������/�� ���������.�� ��� Oy� 8�� (������
���� &������ ������� f(x) = ch x �/���% /�� ch 0 = 1 � ch x �
���������!�� �� [0, +∞) ������� )���� �	*�

���� �� ���� �	

:����� ������� y = chx ���������� ��(��" �����" � �����
�� ����� ����� (�������� �������% �0����0��� � ������������

��(.% (�0��6����� �� ������

����� 8������� 4����������� �����0������ ��0����3 �����

��" � (�������. �3 &������#

��



�* y = 1
x2 + 1

C �* y = x
x2 + 1

C �* y = x4 − 2x2 + 5C

	* y = 1
x2 + 4x + 5

C +* y = 2x − 5
x − 3 C 1* y =

√
x2 − 6x + 9 + 10lg xC

,* y =
√

cos xC -* y = sin π
x �

�������� A����������� )
�� ��(��.������� (������0��"*

�����0������ ������� �������0��� (����0��. (� ���0��!�"

�3���#

�� @�"�� �
����. �(��0������ ��������

�� 
����0����. ������� �� /������.% ��/������. � (�����

0�/����.�

�� $������.% �������� �� ������� �&����/����"% �% ���� 4��

��������% ��"�� �� ������.6�� � ���
��.6�� ���/�����

	� @�"�� ��/�� (�����/���� &������ ������� � ����� �����

0���� )���� 4�� ��������*�

+�  �� ���/����� &������ ��"�� 0�(�������.�� ���/����

������� � ������.��3 ��/��3 �
����� �(��0�������

�* y = 1
x2 + 1

C X = (−∞, +∞)�

2/���0��% ∀x ∈ (−∞, +∞) f(−x) = 1
x2 + 1

= f(x) ⇒
⇒ y = 1

x2 + 1
� /����� ������� ⇒ &����� ������� ���������

/�� ���������.�� ��� ��0����� 2/���0��% /�� 0 < 1
x2 + 1

� 1 ⇒
⇒ y = 1

x2 + 1
�&����/��� � �����% � ����3�� @��
��.6�� ���/��

��� y(0) = 1% ������.6�&� ���/���� ������� �� �����% �� � ����
��/����� �
�������" ����/��� �� ��&������ ���/���� �������

����.6����� � ��������� � ����� A�� (�������� �0����. ����0%

/�� � �����/����� x &����� ������� (���������� � ��� �
������
:����� ������� ���
����� �� ���� �+�

�* y = x
x2 + 1

�

8��������% ��� ������� ����������. x (���0���� ��������
2/���0��% �
����. �(��0������ �������. (�����"#X = (−∞, +∞)�
@�% � ����/�� �� (��0�0�!�" �������% y(−x) = −x

(−x)2 + 1
=

= − x
x2 + 1

= −y(x) ⇒ ������� y = x
x2 + 1

��/����� � �� &�����

��



���� �� ���� ��

�����	
���� 
	�
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 ������ �


����	� �
� x = 0 �����
��� 
���� �� � ����������� x 
	 � �
 � ������� �
�
��	��	 � �
�
x = 1 �
������	 ����
�� �� ��������! 
���
� 1

2 � "���� � ������
������ �������# x �������� ������� ����� �$	�� � �	
���	��
� ���$� %
���� ������� ��
�
�&�� �� 
��� ���

�' y = x4 − 2x2 + 5( X = (−∞, +∞)�
"�� ����
# ������� y(−x) = x4−2x2+5 = y(x) ⇒ �������

��	��� � �� )
���� �����	
���� 
	�
��	����
 
�� 

����	! �
�

*	
�� �
�	�	
��
 �

���	� ������
����� 	
���
 ��� x ∈ [0, +∞)�
"�����# �� ������
����� ��

�	�	��! ���� �+����	� �� 	
�,����

�� �
��+# ����
�	-

y = x4 − 2x2 + 5 = (x2 − 1)2 + 4.
�
�������� ������ ������� �
��
���	 �����	� �+�
�! �	
 y � 4�
.���� 
�
��
�! ������� 
)
������� �����! � �� ������� �� ����

����� 
���
 / � �
�	�)��	�� � 	
���, x = ±1� 0������
! ���
x ∈ [0, 1] ������� y = (x2−1)2 +4 ��+���	! � ��� x ∈ [1, +∞) �
��

��	��	� �
� x = 0 y = 5� %
���� ������� ��
�
�&�� �� 
��� �1�

���� �1 ���� �2

��



/' y = 1
x2 + 4x + 5

�

3������	��� ������� 
	����� 
	 � 4D = −4 < 0' ⇒ �����

��� 
�
������� �� ���# ����
�
# 
��� "�� ����
# �������

y(−x) = 1
(−x)2 + 4(−x) + 5

= 1
x2 − 4x + 5

,

	
 ��	� y(−x) �= y(x) � y(−x) �= −y(x) ⇒ ������� �� �����	�� ��

��	�
#! �� ����	�
#�

�
���	���� ������$ � ����

y = 1
(x + 2)2 + 1

.

0������
! �	
 ������� 
)
������� ���
,� � ��
� ����
�� �� ����

�����! 
���
� �! �
������	 � 	
��� x = −2� �
� x ∈ (−∞,−2]
������� �
�
��	��	! �
� x ∈ [−2, +∞) 5 ��+���	� �
� x → ±∞
�������	��� ������� ����������	��! � ���� ������� ����� ��

�	�� � �	
���	�� � �� �
� x = 0 y = 1
5 � � 
��$ Ox )
���� ��

��
������	��� %
���� ������� ��
�
�&�� �� 
��� �2� ���
������

�� �
������+# )
���� �
����	� � )
����
� ������� y = 1
x2 + 1

4
��� ��'�

�' y = 2x − 5
x − 3 ( X = (−∞, 3) ∪ (3, +∞)�

6�������� ������$ �� ��	�
�	�-

y(−x) = −2x − 5−x − 3 = 2x + 5
x + 3 �= y(x)

−y(x)
,

	
 ��	� ������� �� �����	�� �� ��	�
#! �� ����	�
#�

3��� �� ������$ � ����

y = 2x − 6 + 1
x − 3 = 2 + 1

x − 3 .
�
� x → ±∞ �	


� ���)���
� ����� ��	��! � �������� �������

����	 ���
 
	����	��� 
	 ����� 7� 8	
 
������	! �	
 �
� x → ±∞
)
���� ������� ����	 �
�&���	��� � �
��
# y = 2� 9�)�
 ����
��	���! �	
 �� ��&�
� �� �

��&�	�
� (−∞, 3) � (3, +∞) �����
��� y = 2 + 1

x − 3 ��+���	� �
� x = 0 y = 5
3 ! �
� y = 0 x = 5

2 �
%
���� ������� ��
�
�&�� �� 
��� �:�

�' y =
√

x2 − 6x + 9 + 10lg x�

x2 − 6x + 9 = (x − 3)2 � 0 ∀x ∈ R! �
*	
�� ������� 
�
��
������ 	��! )�� 
�
������� ������� lg x! 	
 ��	� �
� x > 0� ;�

��
����� ��
#�	�� �
����	�����
)
 �

�� 4

√
x2 = |x|' � 
��
��

�
)
 �
)�
��������
)
 	
&���	�� 4aloga x = x' ���� �� ������$

��



���� �: ���� /�

� ���� y = |x−3|+x� ����
�	� (x−3) �������	 ���� �
� ��
�,
��
��
�� 	
��� x = 3� �
� 0 < x � 3 ����� ���	� y = −(x− 3) + x =
= −x + 3 + x = 3! � �
� x > 3 5 y = (x − 3) + x = 2x − 3�

�
���$ y = 2x − 3 �

�����! ���
���
! ��
�� 	
���M1(3, 3)
� M2(4, 5)� %
���� ������� ��
�
�&�� �� 
��� /��

1' y =
√

cos x� <������ 
�
������� �� � �
� cos x � 0! 	

��	� �� �

��&�	��,

−π
2 + 2πk � x � π

2 + 2πk! )�� k = 0,±1,±2, ...

= 	
���, x = ±π
2 + 2πk ������� �
������	 ��
� ������� ��

��������! 
���+� �! �
� x = 2πk! k = 0,±1,±2, ... ������� �
��
�����	 ����
�� �� ��������! 
���+� �� <������ y =

√
cos x ���


�
�������� � ��
�
�
� T = 2π 4
��� /�'�

���� /�

2' y = sin π
x ( X = (−∞, 0) ∪ (0, +∞)�

y(−x) = sin
(−π

x
)

= − sin
(π
x

)
= −y(x) ⇒ ������� y = sin π

x
����	���! �
*	
�� �� ������# �� ������
����� �

����� ���

x ∈ (0, +∞)� <������ 
)
�������! 	�� ��� −1 � sin π
x � 1� ;�#�

��
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��� ��
�������� )
����� � 
��$ Ox� � *	
# ����$ 
� ��
�
������� sin π

x = 0 ⇒ π
x = πk ⇒ x = 1

k
! )�� k = 1, 2, 3, ... ���

x ∈ (0, +∞)� 0������
! 	
��� ��
�������� )
����� � 
��$ Ox
�)�>�$	�� � ������ �


����	� � ����������� x �

�� π

x ������
 ��	��! � � ����� ����� �
)����	� π

x ����	 ����� �	��� � ����
����� ������� y = sin π

x � %
���� ������� ��
�
�&�� �� 
��� /7�

���� /7

�������	��! ������ x = 0 )
���� ��
�
�&�� �� �
��
�	�$!
	�� ��� ����
����
� ��
&��	�
 �
������#! �
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��,
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������ 	
��� x = 0! �
��

�����	� ���
��
&�
�

�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

���� ;� 
��� /� ��
�
�&�� )
���� ������� y = f(x)�

���� /�
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�
�������� � ��
&��	�
 �������# �����

����

7� ?����	� �

��&�	�� �
�
	
��
�	� ��������

�� 0�
�����	�! ��
���
 �

��# ����	 �
������� f(x) = 0@
/�?����	� ��
,�$$ 4��&�$$' )
����� ������� 4���� 	��
�

�+� ���$	��'�

���� 6�,
�� �� 
�
��������! �
����	�! �	
 �������

sh x = ex − e−x

2
�
�
��	��	 �� ���# ����
�
# 
��! � �������

ch x = ex + e−x

2
��+���	 �� ��
&��	�� (−∞, 0] � �
�
��	��	 �� ��
&��	�� [0, +∞)�

���� 6�����
��	� �� �
�
	
��
�	� � �
�	

�	� )
�����

������#-

1) y = |x| · x; 2) y = x3 + x; 3) y = x
x + 1 .

���� ?����	���! �	
 ������� y = [x3] 4����� ���	� x3' �����

�	�� ����+��$>�# �� ���# ����
�
# 
��� �
�	

�	� )
���� �����

����

���� ?����	���! �	
 ������� y = 2x2

)
������� ����� �

�����	� �� ������� �� ���������

���� ?����	���! �	
 ������� y = 1
x2 − 6x + 10


)
�������

���
,� � �����	� �� ����
�� �� ���������

���� ?����	� ������� �� � ����
�� �� �������� ������#-

�' y = cos2 x( 7' y = cos(x2)(
�' y = 1 − cos x( /' y = cos x + sinx�

����6�����
��	� �� ��	�
�	� � ����	�
�	� �����$>�� �����

���-

�' y = 5−x2
( 7' y = x3 − 2x( �' y = x3 − 2x + 1(

/' y = 2x + 1
2x − 1 ( �' y = | sinx|

x ( �' y = lg(x +
√

1 + x2)�
��	� A����� ����	 ������� f(x) · g(x)! f(x) · ψ(x)! g(x) ·

φ(x)! ���� ������� f(x)! ψ(x) 5 ��	�+�! g(x)! φ(x) 5 ����	�+�@
�
�����	� �
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�)
�
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�
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�' y = sin x
4 ( 7' y = 2 sin

(
x
4 + π

3

)
(

�' y = tg 2x
3 ( /' y = sin x

2 + cos x
2 �

����� �
�	

#	� )
���� ��
�
������
# ������� y = | sinx|
� ���&�	� �� ��
�
��

����� 3����� �������

f(x) =

{
x2 ! ���� −1 � x � 1,

1 ! ���� 1 � x < 2.

�
�	

�	� )
���� ��
�
������
# ������� � ��
�
�
� T = 3!
�
	

�� �� �

��&�	�� [−1, 2] �
������	 � �������# f(x)�

����� 3����� �������

f(x) =

{
x3 ! ���� x ∈ [0, 1],

2 − x ! ���� x ∈ (1, 2].
.
����	��-

�' "

�
�����	� ������$ f(x) �� �

��&�	�� [−2, 0) 	����

�
��
�! �	
�+ ��
�� �
�������� ������� 
�������� ��	�
# ��

[−2, 2]�
7' �
�������$ ������$ ��
�
������� �

�
�&�	� �� ��$

����
��$ 
�� � ��
�
�
� T = 4�
�' �
�	

�	� )
���� �
������
# ��
�
������
# ��������

����� �

���	� *�����	�
�
� ������
����� � �
�	

�	� )
��

���� ������#-

�' y = x2 − 2x + 3( 7' y = 1
x2 − 2x + 3

( �' y =
√

x2 + 10x + 25(

/' y = x
x + 1 ( �' y = sin2 x( �' y =

√
sin2 x + sin x(

1' y = 10lg(x2−2x)( 2' y = lg lg x( :' y = lg sinx(

��' y =
√

lg sinx( ��' y =
tg x

2

1 + tg2 x
2

( �7' y = sin(arcsinx)�

����� �
�	

�	� )
���� ������� y = ln(x +
√

x2 + 1)! ����
�����	�
! �	
 *	� ������� �����	�� 
�
�	�
# ��� ������� y =

= shx = ex − e−x

2 �

����� = ��
�� ��	���	���  �

�
 ���
�����	�� �������

y = sign x =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 ! ���� x > 0,

0 ! ���� x = 0,

−1 ! ���� x < 0.

��



8	� ������� �����	�� �
��	���� ����� x 4��	��	�� B���� xC'�
D���
)���
 
�
������	�� �������

y = sign f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 ! ���� f(x) > 0,

0 ! ���� f(x) = 0,

−1 ! ���� f(x) < 0.
.
����	�� �
�	

�	� )
����� ������# y = signx! y = sign sinx!
y = sign sin π

x � A���� �� 	
�, ������# �����	�� ��
�
������
#@

��
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�� �������� �����
� ������� ��	����

������

���� �������� 	
��
� �����

 y = f(x)� ���

����
�
�� 	
��
�
 �����
� y = f(x + a)�
y = f(x) + b� y = f(kx)� y = k · f(x)�

%
���� ������� y = f(x + a) �
�����	�� �� )
����� �����
��� y = f(x) �)
 ��
�������+� ����)
� ��
�� 
�� Ox �� |a| ����
��� ����
 �
� a > 0 � ��
��
 �
� a < 0�

%
���� ������� y = f(x) + b �
�����	�� ��	�� ��
�������
�
)
 ����)� )
����� ������� y = f(x) ��
�� 
�� Oy �� |b| ������
���
, �
� b > 0 � ���� �
� b < 0�

%
���� ������� y = f(kx), k > 0 �
�����	�� �� )
�����
������� y = f(x) �)
 �&�	��� � 
�� Oy � k 
�� �
� k > 1 �

��	�&����� � 1

k

�� �
� k < 1�

%
���� ������� y = k · f(x), k > 0 �
�����	�� �� )
�����
������� y = f(x) �)
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�� Ox � k 
�� �
� k > 1 �
�&�	��� � 
�� Ox � 1

k

�� �
� k < 1�

���� �������� 	
��
� �����

 y = f(x)� ���

����
�
�� 	
��
�
 �����
� y = f(|x|) 


y = |f(x)|�
0������
! ������� y = f(|x|) 5 ��	���� �
� x � 0 �� )
����

����	 �
�����	� � )
����
� ������� y = f(x)� �
� x < 0 )
����
y = f(|x|) ����	 �����	
���� )
����� y = f(x) 
	�
��	����
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� �
�	

���� )
����� �������

y = |f(x)| =

{
f(x) , ���� f(x) � 0,

−f(x) , ���� f(x) < 0.

E��	� )
�����! ��&�>�� ��� 
��$ Ox! 
�	���	�� ��� ���������!
���	� &� )
����� y = f(x)! ��&�>�� �
� 
��$ Ox! �����	
���
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�� ������� �	
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���� �
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�	� )
���� ������� y = 3 sin x
2 �
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����� %
���� ����
# ������� �
����	�� ��	�� 
��	��

&���� )
����� y = sinx � 7 
��� ��
�� 
�� Ox � � � 
��� ��
��

�� Oy 4
��� �'�

���� �

���� �
�	

�	� )
���� ������� y = x + 2
x − 2 �
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������
�
�
����� ������$ 	���� 
�
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�+ �
&�
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�� ���� �������	��
���� 
�
����� ������� y = k
x �

y = x + 2
x − 2 = x − 2 + 4

x − 2 = 1 + 4
x − 2 .

��
��� 	
�
���� ������� �������� ���� 
�������� y = 4
x ����� ��

������� ����� ��� Ox ���
�� �
 ��� ������� � 	
��� ������� �� 

�������� 
�
��� ����! ����� ��� Oy �
 ���� ������� ����� "��

#��� � #��� "

����$�������� 
�
���� ������� y = lg |x+2| � y = | lg |x + 2||�

�������� ��
��� ������� y = lg(x + 2) ������� ���%� 

���� 
�
���
 ������� y = lg x �
 ��� ������� ������ ��
���

y = lg |x + 2| ��� x > −2 ����� ����
�
�� � 
�
����� ���� 

��� y = lg(x + 2)� 
 ��� x < −2 ����� ����������� 
�
����

#��� & #��� '

��



y = lg(x + 2) ������������ ������ x = −2 ����� &��

��
��� ������� y = | lg |x + 2|| �������� ���� �� �
��� 
�
 

���
 y = lg |x + 2|� ������� �
�����(��� ��)� ��� Ox� ���
���

��	 �	�������� 
 ��� ������� �
�����(��� ��(� ��� Ox� 	���
�� 

�� ���
	�� ������������ ��� Ox ����� '��

���� #�)��� ��
������ log5(x − 3) = 9 − x�

�������� * ��������! ����
�! ��
������� �����(
%��
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������������ � 
�
���
������� �������� ��
���� ��)��� 
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��������

$������� 
�
���� ������� y = log5(x − 3) � y = 9 − x
����� +��

#��� +

��
���� �������
,��� � ������������ ����� M(8, 1)� ����� 

�
������� ��
������ ����� ������������ ������ x = 8�

�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

* 	
�
���! - . /" ��������� ��������� 
�
���� ��������

-� y = (x − 2)20 /� y = (x − 2)2 + 10 1� y = x2 + 4x0

�� y = x2 + 4x + 50 "� y = x
x + 3 0 &� y = x + 1

x − 2 0

��



'� y = 4
2x−1 0 +� y = 3x + 3−x

2 0 2� y = log1/2(x − 1)0

-3� y = log1/2(x − 1)30 --� y = 3 cos 2x0-/� y = 2 cos(x − π
2 )0

-1� y =
√

3 sin x + cos x0 -�� y = 2 ctg x
2 0 -"� y = |x2 − 4x + 3|0

-&� y = |x2 − 4x| + 30 -'� y = lg(x2)0 -+� y = | lg |x − 3||0
-2� y = | cos x| + cos x0 /3� y = x +

√
x2 + 2x + 10

/-� y =
√

cos2 −4 cos x + 40 //� y = lg(x2 − 1) − lg(x − 1)0

/1� y =

{
2−x , ���� x � 0,

log2(x + 2) , ���� x > 0;
/�� y =

{
|x| , ���� x < 1,
1
x , ���� x � 1;

/"� y =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(x + 1)2 , ���� x < −1,√
1 − x2 , ���� −1 � x � 1,

(x − 1)2 , ���� x > 1.
* 	
�
���! /& . /+ ��������� 
�
������� ��)��� ��
����� 

������� ��
�������

26) 3x+1 = 2x + 3; 27) 2π · cos x = 2x − π;
28) 3 log2(x − 1) = x.

��



���� ��������� ���	�
� �
�����

$������
� � �	�����, ������� ������
� ������� ����� � �� 

��� ��� ������� ������
 ������� ��������� � �
� �
	��
����

���
����� �������� �
���
����� 4�� �	�
�
��� ��� ��� !
�
��� 

��	��� ��������� ������� � ����
����� �
��� ����������� ���� 

����� ������

�� �������� �����
� ������� ��	����

������

���� ���� ���	
���
�	
� �
����	 �������	����


�� ����� �������
 ���	
���
��

O(x0) . ����	�����
� �����������

(·)x00

O(x0, δ) . ����������� (·)x0 �
����


δ� x ∈ O(x0, δ) ⇔ |x − x0| < δ0

Ȯ(x0, δ) . ��������
� �����������

(·)x0 �
����
 δ� x ∈ Ȯ(x0, δ) ⇔
⇔ 0 < |x − x0| < δ0

O(∞, ∆) . ����������� �
����
 ∆
���������� ��
������ ������

x ∈ O(∞, ∆) ⇔ |x| > ∆�

��



���� � 
���� 
 �	� �������� ������	 ��	�	��

��������

5���� �	 �������! 	
�
� �
���
�������
� 
�
��	
 ������ 

�� �	������ ��������� ������� � ����
����� �
��� �����������

��������� ����� x0 ��� ��� x → ∞� * ���	� � 6��� ��	�����

������� ������
 ������� ��� x → x0 � ��� x → ∞� * 	
���� 

����� �� ��������� ������� y = f(x) 
������������ ��	��(��

�����,%�� ����
��� ����� -.���

lim
x→x0

f(x) = A lim
x→∞

f(x) = A

#��� - #��� /

lim
x→x0

f(x) = ∞ lim
x→∞

f(x) = ∞
#��� 1 #��� �

��



���� ���	�	�	��	 ��	�	�� ������� � 
����� �!"

	
����
���� ��
(

lim
x→x0

f(x) = A
)

def=( ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

0 < |x − x0| < δ ⇒ |f(x) − A| < ε).
5���������� �	�
�
��� ��� ����� A ����� �������� �������

y = f(x) ��� x → x0 � ��� ����
�� ���� ��� x� ���
�)�! � �� 

��
����� �
��, ���������, ����������� (·)x0 �0 < |x − x0| < δ��
�����������,%�� 	�
����� f(x) ���
��� � ����� �
���� �
��,

����������� ����
 A �|f(x) − A| < ε� ����� -��

7
������ ��� � ����������� ������
 �� ���������� �����

������� ���
 ���������
 � �
��� (·)x0� 8���
������ ����� ���� 

��� ���
 ���������
 � ���������� ����������� (·)x0�

	
����
���� ��
(

lim
x→∞ f(x) = A

)
def=( ∀ε > 0 ∃∆ > 0 :

|x| > ∆ ⇒ |f(x) − A| < ε).
5���������� �	�
�
��� ��� ��� ����
����� ����)�! x

�|x| > ∆� �����������,%�� 	�
����� f(x) ����� �����
���� ��

A ����� �
���� �
�� �|f(x) − A| < ε� ����� /��

	
����
���� ��
(

lim
x→x0

f(x) = ∞
)

def=( ∀E > 0 ∃δ > 0 :

0 < |x − x0| < δ ⇒ |f(x)| > E).
5���������� �	�
�
��� ��� ��� x� ���
�)�! � ����
����� �
 

��, ���������, ����������� ����� x0 �0 < |x−x0| < δ�� ������� 

����,%�� 	�
����� ������� ��
������� ����� �
���� ����)���

�|f(x)| > E� ����� 1��

	
����
���� ��
(

lim
x→∞ f(x) = ∞

)
def=( ∀E > 0 ∃∆ > 0 :

|x| > ∆ ⇒ |f(x)| > E).
5���������� �	�
�
��� ��� ��� x ����
����� ����)�!

�|x| > ∆� �����������,%�� 	�
����� f(x) ��
������� ����� �
����

����)��� �|f(x)| > E� ����� ���

��"� ���	�	�	��	 ����
������� ��	�	���

�������

* ��! ����
�!� ��
�
 ��	���
�� ����!�������� � �	������ �� 

������� ������� y = f(x) ��� ������ � ������������� �x < x0��

��� ������ � ��
����������� �x > x0� ���������������! �����

��



x0� ������	�,��� �
� �
	��
���� ������������� ������� ���� 

���� ��� ������! ������� ���	�
����� lim
x→x0−0

f(x) ����	�
�����

������
 ����
� � lim
x→x0+0

f(x) ����	�
����� ������
 ���
�
��(
lim

x→x0−0
f(x) = A

)
def=( ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

0 < x0 − x < δ ⇒ |f(x) − A| < ε);(
lim

x→x0+0
f(x) = B

)
def=( ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

0 < x − x0 < δ ⇒ |f(x) − B| < ε).
9	 ����������� ������
 �������(

lim
x→x0

f(x) = A

)
⇔

(
lim

x→x0−0
f(x) = lim

x→x0+0
f(x) = A

)
.

�� ������� �	
	�

���� 9�!��� �	 ����������� -� ���
	
�� ���

lim
x→2

4x2 − 9x + 2
x − 2 = 7.

��������

(
lim
x→2

4x2 − 9x + 2
x − 2 = 7

)
def=( ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

0 < |x − 2| < δ ⇒
∣∣∣∣4x2 − 9x + 2

x − 2 − 7
∣∣∣∣ < ε).

:
��� ���
	��� 	
�
�
 �������� � ���
	
�������� ��%����� 

�
��� ����
 δ > 0 ��� �,��
� �
����� 	
�
���
� ε > 0 �� �
���� 

��� ����� �
���� �
��
���∣∣∣∣4x2 − 9x + 2
x − 2 − 7

∣∣∣∣ < ε ⇔
∣∣∣∣4x2 − 9x + 2 − 7x + 14

x − 2

∣∣∣∣ < ε ⇔

⇔
∣∣∣∣4x2 − 16x + 16

x − 2

∣∣∣∣ < ε ⇔
∣∣∣∣4(x2 − 4x + 4

x − 2

∣∣∣∣ < ε ⇔

⇔
∣∣∣∣4(x − 2)2

x − 2

∣∣∣∣ < ε ⇔ 0 < |4(x − 2)| < ε ⇔ 0 < |x − 2| < ε
4 .

:
��� ���
	��� ���� �	��� δ = ε
4 � �� 0 < |x − 2| < δ ⇒

⇒
∣∣∣∣4x2 − 9x + 2

x − 2 − 7
∣∣∣∣ < ε� 
 6�� � �	�
�
��� ��� lim

x→2

4x2 − 9x + 2
x − 2 = 7�

��



7
������ ��� �������
 δ 	
����� �� ε �δ = ε
4�� ������ ���

����)� ε� ��� ����)� δ�
;���� ������,�������
�� ������ 

����� 
������������� ������
	��� �
� 

��, ������,� �
	��(�� �� ���������

�
 ���(������

y = 4x2 − 9x + 2
x − 2 =

=
4(x − 2)(x − 1

4)
x − 2 =

= 4x − 1, x 	= 2.

��
��� 	
�
���� �������

#��� "

��� x 	= 2 ����� ����
�
�� � 
�
�����

�������� ������� y = 4x − 1 ����� "��

<������ �
 
�
���� ������� ���,���� 

��,� ��� �
��� ��� ������� �� ������ 

���
 � ����� x0 = 2�

���� 9�!��� �	 ������������ �� 

�
	
��� ���

lim
x→0

x · sin π
x = 0.

�������� *������	����� ������������ /�(
lim
x→0

x · sin π
x = 0

)
def=( ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

0 < |x − 0| < δ ⇒ ∣∣x · sin π
x

∣∣ < ε).
;���� �
��� 	
���������δ �� ε� �������	����� ���� ���

∣∣sin π
x

∣∣�1�

:�
�

∣∣x sin π

x
∣∣ � |x|� � ���� �	��� δ = ε� �� 0 < |x| < δ ⇒

⇒ ∣∣x sin π
x

∣∣ < ε� 6�� � �	�
�
��� ��� lim
x→0

x sin π
x = 0� $����� �� 

������� ���� ��� ������� y = x sin π
x �� ���������
 � ����� x = 0

� ����� ��
� �� �����(����� sin π
x ��� x → 0 ����%� �� ����� ��� 

���
 �����
�� ���
	
�������� 6��
� �
��
 ��������� ��� �� �����

∃ lim
x→0

x · sin π
x = 0� <�%������
��� ������
 ��=�������� ������� 

���� � 3 �����(����� x � �
�
����������, ������� sin π
x � ��
 

��� ������� y = x sin π
x �	���
(�� �
 ���� &�

��
��� ������� y = x sin π
x ��������� ��
����� � 
�
�����

������� y = sin π
x ��� �+� ���� �/�� <�
������ 
�
����� ���,���� 

��



������ ����	��
	�� ∆ 
� ε
 ���
������ �
	������ ��������
	��
�∣∣∣2x − 1

x − 2
∣∣∣ < ε ⇔

∣∣∣2x − 1 − 2x
x

∣∣∣ < ε ⇔ 1
|x| < ε ⇔ |x| > 1

ε .

����� 
����
�
 �	�� ����� ∆ = 1
ε 
 �
 |x| > ∆ ⇒

⇒
∣∣∣2x − 1

x − 2
∣∣∣ < ε
 � ��
 � 
�������
 ��
 lim

x→∞
2x − 1

x = 2�
�������
 ��
 � ��
� 	����� ����	��
	�� ∆ 
� ε ���� � ���

������ ε
 ��� �
���� ∆�
��
�������	�� �
�  ���
 ��
 lim

x→∞
2x − 1

x = 2
 
�������
 ��

��� �
����! �
 ��	
�"��
� �������� �������� x #�� ��  ����
$�� ����� ���%�����	� � ����
� y = 2 &��	� '(�

���� )
������
 ��

lim

x→∞
9

(x − 2)2
= 0 � lim

x→2

9
(x − 2)2

= +∞.

*�
���"	����
���� 
���������� #�
�������	���

�������� + ����
� 	����� �
	�
������	� 
����������� ,

�
 ��
�
� � 
����������� -�

1)
(

lim
x→∞

9
(x − 2)2

= 0
)

def=( ∀ε > 0 ∃∆ > 0 :

|x| > ∆ ⇒ 9
(x − 2)2

< ε).

������ ����	��
	�� ∆ 
� ε� *�� x �= 2
9

(x − 2)2
< ε ⇔ (x − 2)2 > 9

ε ⇔ |x − 2| > 3√
ε
.

*
	������ �������	��
 �.�
�����	� � ���! 	�����!� ���
(x − 2) > 3√

ε
� ��� (x − 2) < − 3√

ε
� + ����
� 	����� x > 2 + 3√

ε



�
 ��
�
� x < 2 − 3√
ε
� /	�� ����� ∆ = 2 + 3√

ε

 �
 |x| > ∆ ⇒

⇒ 9
(x − 2)2

< ε
 ��
 � 
�������
 ��
 lim
x→∞

9
(x − 2)2

= 0�

2)
(

lim
x→2

9
(x − 2)2

= ∞
)

def=( ∀E > 0 ∃δ > 0 :

0 < |x − 2| < δ ⇒ 9
(x − 2)2

> E).

*��
������� �
	������ �������	��
�
9

(x − 2)2
> E ⇔ 0 < (x − 2)2 < 9

E ⇔ 0 < |x − 2| < 3√
E

,

�
 ����� 
����
�
 δ = 3√
E
�

��



�������
 ��
 	 ����������� E ��	�
 δ ���������	�� ��� ��
 ���$�� y = 9

(x − 2)2
��
���%�� �� ��	� 0�

1�	� 0

��
�������	�� �
�  ���
 ��
 lim
x→∞

9
(x − 2)2

= 0
 
�������
 ��


#�� �� ��� �
����! x ���%�����	� � 
	� Ox� �

 ��

lim
x→2

9
(x − 2)2

= +∞,


�������
 ��
 #�� �� � 
���	��
	�� �
��� x = 2 ���%�����	� �
����
� x = 2
 �	�������	� ����!�

���� )
������
 ��
 lim
x→+∞ log2 x = +∞�

�������� +
	�
������	� 
����������� 2� ��� ��� ��� ��
�
x → +∞ � lim

x→∞ f(x) = +∞
 �
 ����� �
����� � 
����������
�
%�
 
��	�����(

lim
x→+∞ log2 x = +∞

)
def=( ∀E > 0 ∃∆ > 0 : x > ∆ ⇒ log2 x > E).

��� ��� log2 x > E ⇔ x > 2E 
 �

 
������

 � ����	��� ∆
	������ ����� ��	�
 2E 
 ��� ��
� ��� �
����� E �. ����� �����

��� �
����� ∆ �
������ &��	� 3(�

1�	� 3

��



��	� )
������
 ��
 lim
x→1−0

2
1

x−1 = 0
 lim
x→1+0

2
1

x−1 = +∞�
�������� 4	�
������ 
���������� 
��
	�
�
���! ������

�
��
1)

(
lim

x→1−0
2

1
x−1 = 0

)
def=( ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

0 < 1 − x < δ ⇒ 2
1

x−1 < ε).
����	��
	�� δ = δ(ε) ������
 ��
�
#��� ���
��� 
�� ��	��

�������	��� 2
1

x−1 < ε �
 
	�
����" ,�
1

x − 1 < log2 ε ⇔ x − 1 > 1
log2 ε

⇔ 1 − x < − 1
log2 ε

.

/	�� ������� δ = − 1
log2 ε

&�����
��#���	�
 ��
 ε ���

 �
 �������

����
 0 < ε < 1
 log2 ε < 0 � δ = − 1
log2 ε

> 0(
 �
 0 < 1 − x < δ ⇔
⇔ 2

1
x−1 < ε
 � ��
 � 
�������
 ��
 lim

x→1−0
2

1
x−1 = 0�

2)
(

lim
x→1+0

2
1

x−1 = ∞
)

def=( ∀E > 0 ∃δ > 0 :

0 < x − 1 < δ ⇒ 2
1

x−1 > E).
1���� �
	������ �������	��
 
��
	������
 (x − 1)�

2
1

x−1 > E ⇔ 1
x − 1 > log2 E ⇔ x − 1 < 1

log2 E
.

/	�� ������� δ = 1
log2 E


 �
 0 < x − 1 < δ ⇒ 2
1

x−1 > E
 � ��
 �


�������
 ��
 lim
x→1+0

2
1

x−1 = +∞�
������ 
��
	�
�
���! ������
� �
��
���� 	!�������
 ��
��

������ �
�������  ���$�� y = 2
1

x−1 � 
���	��
	�� �
��� x0 = 1
&��	� 56(�

1�	� 56

��



��
� 4�
������� 	!�������
 #�� ��  ���$�� y = f(x)
 ��
�
�����
��"7�� �	�
����

D(y) = (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2, +∞)

lim

x→−2
f(x) = −∞
 lim

x→2
f(x) = +∞
 lim

x→∞ f(x) = 0


f(−3) = 0
 f(0) = 0
 f(3) = 0�
�������� lim

x→−2
f(x)=−∞⇒ #�� ��  ���$�� y=f(x) �����

�� �
��� x=−2 ���%�����	� � ����
� x=−2
 �	�������	� �����
lim
x→2

f(x) = +∞ ⇒ #�� ��  ���$�� y = f(x) ������ �
���
x = 2 ���%�����	� � ����
� x = 2
 �	�������	� ����!�

lim
x→∞ f(x) = 0 ⇒ #�� ��  ���$�� ��� x → ∞ ���%�����	�

� 
	� Ox�
f(−3) = 0
 f(0) = 0
 f(3) = 0 ⇒ #�� ��  ���$�� ����	�����


	� Ox � �
���! x = 0
 x = ±3� 8��� �� �
��
%�.! �������
�
#�� ��� ���
�  ���$�� ��
���%�� �� ��	� 55�

1�	� 55

���� 4	�
����� 	���
���� ��
��� �������
 ����	��� 
	
����
�
	�� �
�������  ���$�� y = f(x)
 #�� �� �
�
�
� ��
���%��
�� ��	� 5,�

��������

lim
x→−1−0

f(x) = 0
 lim
x→−1+0

f(x) = +∞
 lim
x→1−0

f(x) = −∞

lim

x→1+0
f(x) = +∞
 lim

x→∞ f(x) = 2
 f(0) = 0�

��



1�	� 5,

�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

��
� 4	!
�� �� 
���������� �������
 �
������
 ��


lim
x→−1

(3x − 2) = −5
 lim
x→3

2x2 − 7x + 3
x − 3 = 5


lim
x→0

x2 sin 1
x = 0
 lim

x→0
cos x = 1�

���� 4	!
�� �� 
���������� �������
 �
������
 ��


lim
x→∞

5x + 3
x = 5
 lim

x→0

5x + 3
x = ∞�

*
	��
��� #�� ��  ���$�� y = 5x + 3
x �

���� 4	!
�� �� 
���������� �������
 �
������
 ��


lim
x→+∞

(
1
2

)x
= 0
 lim

x→−∞

(
1
2

)x
= +∞�

*
	��
��� #�� ��  ���$�� y =
(

1
2

)x
�

���� *����	�� ������  ���$��
 ��
�����
��"7�� �	�
����
lim
x→1

f(x) = 0
 lim
x→2

f(x) = ∞�
���� 4�
������� 	!�������
 #�� ��  ���$�� y = f(x)
 ��
�

�����
��"7�� �	�
����
D(y) = (−∞, 3) ∪ (3, +∞)

lim

x→∞ f(x) = 2
 lim
x→3

f(x) = −∞

f(2) = f(4) = 0
 f(0) = 1�

��



��	� 4�
������� 	!�������
 #�� ��  ���$�� y = f(x)
 ��
�
�����
��"7�� �	�
����

D(y) = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1, +∞)

lim

x→−1
f(x) = +∞
 lim

x→1
f(x) = −∞


lim
x→∞ f(x) = 0
 f(0) = 0�

��
� 4�
������� 	!�������
 #�� ��  ���$�� y = f(x)
 ��
�
�����
��"7�� �	�
����

D(y) = (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2, +∞)

lim

x→2−0
f(x) = −∞
 lim

x→2+0
f(x) = +∞


lim
x→∞ f(x) = 1
 f(−x) = f(x)
 f(0) = 0�

���� 4	�
����� 	���
���� ��
��� �������
 ����	��� 
	
����
�
	�� �
�������  ���$�� y = f(x)
 #�� �� �
�
�
� ��
���%��
�� ��	� 5-�

1�	� 5-

��



���� ���������� ����	
����	��
����

� 		 ��	
	�

�� �������� �����
� ������� ��	����

������

���� �������	 
��������
������
� ��� ���
���

������ �������

9�	�
�
� �
	���
�������
	��"
 ��� ��������
�
 ���.��"�
 ���$�" y = f(n) ���������
#
 ��#������ ��� 
�
���%����
N → R� �������� ���
�  ���$�� ��
��
 
�
������� y1
 y2
���

yn
���
 #�� yn = f(n) � 
�7�� ���� �
	���
�������
	���

������ 
� yn = (−1)n

n ������ �
	���
�������
	��

−1, 1
2 ,−1

3 , 1
4 , ...

:
��
%����� (−1)n �	�
������	� ��� ����	� 
�7�#
 �����
����
������"7�!	� �
	���
�������
	����

������ �� yn = 1
n2 sin nπ

4 . *
	���
�������
	�� 	 ����� 
��
7�� ����
� ����� ���√

2
2 , 1

4 , 1
9 ·

√
2

2 , 0,− 1
25 ·

√
2

2 ,− 1
36 , ...

��� ��� �
	���
�������
	�� � ��	��.� 	�����  ���$��
 �
�
����� �
�
�
��
	�� � 
#��������
	�� ��� �
	���
�������
	��
 
�������"�	� �� 
	�
����� 	

����	���"7�! �
����� ���  ���
�$��
 �	��	�����

 	 ����
� �
#

 ��
 ���������� ��#������ �
�
	���
�������
	�� ����"�	� ���������.� ��	���

*
	���
�������
	�� yn ���.����	�
5( �
���	��"7��
 �	�� yn < yn+1
 ∀n ∈ N ;
,( ����.��"7��
 �	�� yn � yn+1
 ∀n ∈ N ;
-( ��.��"7��
 �	�� yn > yn+1
 ∀n ∈ N ;
2( ���
���	��"7��
 �	�� yn � yn+1
 ∀n ∈ N �

��



1, 1
2 , 1

3 , ..., 1
n, ... � ��.��"7�� �
	���
�������
	��;

1
2 , 2

3 , 3
4 , ..., n

n + 1 , ... � �
���	��"7�� �
	���
�������
	��.

1�		�
�����.� �.�� �
	���
�������
	�� yn = (−1)n

n �

yn = 1
n2 sin nπ

4 �
�
�
��.�� �� ����"�	��

*
	���
�������
	�� yn ���.����	� 
#��������
� 	���!�
 �	�
�� ∃M ∈ R ���
�
 ��
 yn � M 
 ∀n ∈ N �

*
	���
�������
	�� yn ���.����	� 
#��������
� 	����
 �	��
∃m ∈ R ���
�
 ��
 yn � m
 ∀n ∈ N �

*
	���
�������
	��
 
#���������� � 	���!�
 � 	����
 ���.�
����	� 
#��������
��

8�� �
	���
�������
	�� yn = 1
n � yn = n

n + 1 
#��������.�


��� ��� 0 < 1
n � 1
 1

2 � n
n + 1 < 1
 ∀n ∈ N �

*
	���
�������
	�� 1
2 


4
3 


9
4 
 ���


n2

n + 1 
 ��� 
#�������� �
���

	�����

*
	���
�������
	�� lg 1
 lg 1
2 
 lg 1

3 
 ���
 lg 1
n 
 ��� 
#��������

�
���
 	���!��
*
	���
�������
	�� −1
 2
 −3
 4
���
 n cos πn
 ��� �� ������	�


#��������
� �� 	����
 �� 	���!��

���� �
��������� 
������ ��������


��������
������
�

8���������� ������� ��	�
�
� �
	���
�������
	�� ���
n → ∞ �	��	�����
 ���� �	!
�� �� 
���������� �������  ����
$�� ��� 	����� lim

x→∞ f(x) = A�

���
�����(
lim

x→∞ f(x) = A
)

def=( ∀ε > 0 ∃∆ > 0 : |x| > ∆ ⇒ |f(x) − A| < ε).
+ 
���������� ������� ��	�
�
� �
	���
�������
	�� �����

	�.	� �������� ∆ �� N &�� ������ 	 
�
��������� ��
%�	���
���������.! ��	��(�

����������� 
� 9�	�
 A ���.����	� ������
� ��	�
�
�
�
	���
�������
	�� yn = f(n) ��� n → ∞
 �	�� ∀ε > 0 &	�
�� �.

��



���
 
�
 �� �.�
( 	�7�	����� �
��� N ���
�
 ��
 �	� �������� yn

� �
�
�.! n > N 
 ����� ��
�����
���� �������	��� |yn − A| < ε�

4���
(
lim

n→∞ yn = A
)

def=( ∀ε > 0 ∃N > 0 : n > N ⇒ |yn − A| < ε).
8���������� 
�������
 ��
 ��	�
 A ������	� ������
� �
�

	���
�������
	�� yn ��� n → ∞
 �	�� ����. ��
� �
	���
�������
�
	�� 	 �
	���
��
 �
������ �
������ &n > N( ����� 
�������	�

� A 	�
�� �#
��
 ���
 &|yn − A| < ε(�

������ 
� )
��%��
 �	!
�� �� 
����������
 ��

lim

n→∞
2n − 10

n = 2.

+
����� �"�
� ε > 0 � �
��%��
 ��

 ������� 	 ���
�
�
#

�
���� &n > N(
 ����. �
	���
�������
	�� ����� 
�������	� 
�
��	�� , ����� ��� �� ε
 �
 �	�� ����� �.�
�����	� �������	��
∣∣∣2n − 10

n − 2
∣∣∣ < ε.

*��
������ �.��%���� �
� ����
� �
����
 �
����� ����
�
	����
� �������	��


10
n < ε ⇔ n > 10

ε .

����� 
����
�
 ��� n > 10
ε ����� �.�
�����	� �������	��
∣∣∣2n − 10

n − 2
∣∣∣ < ε,

� ��
 � 
�������
 ��


lim
n→∞

2n − 10
n = 2.

8������

 �	�� ��	�
 10
ε $��
�
 �
 N = 10

ε 
 �	�� %�
10
ε �� $��
�

��	�

 �
 N =
[
10
ε

]
� $���� ��	�� ��	�� 10

ε �

/	��
 ��������
 ����� ε = 0.7
 �
 N =
[

10
0.7

]
= 14� <�
 ����

���
 ��
 ������� 	 ������$��
#
 �����
 �	� �
	���
�������
	��

��%��	� � 
���	��
	�� �����	� ε = 0.7 ��	�� ,� *�� ε = 0.1
N = 100� + ��
� 	����� �%� ��� n > 100 �	� ����. �
	���
���
�����
	�� 
��%��	� � 
���	��
	�� �����	� 6�5 ��	�� ,� 8������


��� ������ ε �. ����� �����
 ��� �
����� ����� �
��� N 
 �

���
� �
��� 
���������
 ����� 	�7�	��
���� ∀ε > 0�

��



���� ��	 ����� 
��������
������
�� �����
��

������ �����
������� ��������� 
������ 

4���� ��	�

������� 
 ��������������� ������ ���������� �	
����


����� ������������������ ����� ����
��� �
�����

:
#��	�
 ��
���� +��������		�
 ��		�
�����.� �.�� �
�
	���
�������
	�� yn = 1

n � yn = n
n + 1 ���"� �
����.� ������.

&������ ��.���� � 
#�������� 	����
 ��
��� �
���	���� � 
#���

������ 	���!�(� =�#�
 �
������
 ��
 lim
n→0

1
n = 0
 lim

n→0

n
n + 1 = 1�

�������
 ��
 	�7�	���"� � ���
�
�
��.� �
	���
�������
	��

���"7�� �
����.� ������� ��%� ����� �
	���
�������
	�� ���
��� ��		�
����.�

��!� "�#�� $�#���
������ �$ ���� 
������� 

+ ��
��� ������
� �����������.� ������
� 	������	� �

����� ������ �
	���
�������
	��

yn =
(
1 + 1

n

)n
.

<�� �
	���
�������
	�� ������	�� ���
 ��
 �� 
�7�� ����
����	������� 	
�
� 	������
��
����������"  ���$�"
 
	�
�����
�
�
�
� ��� n → ∞ 	������	� � 5
 � �
�������� 	������ 	�������
	� � ∞� *�
 ����� �.��%���� ������
 #
�
����
 ��
 
�� �����
	�����"� 	
�
� ��
���������
	�� ���� &1∞(� : �
�
7�"  
����
�. ���
�� ��"�
�� �
���.����	� &	�� >,
 -
 2?(
 ��
 �
	���
���
�����
	��

yn =
(
1 + 1

n

)n

�
���	���� � 
#�������� 	���!�
 ������ 2 � yn < 3� :
#��	�

��
���� +��������		�
 ��
#
 �
	���
��

 ��
�. �����%����
 ��

����� �
	���
�������
	�� ����� �
����.� ������� +������ �����
$��	��� ���������� =� <���� &5'6'�5'0-( ���� 
�
��������

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e,

����.� �
����� ����$�
�����
	�� ��	�� e � ����� �#
 �������
%���
� ���������

e = 2, 718281828459045...

�	



+ ��	�
�7�� ����� 	 �
�
7�" 	
�������
� �.��	�������
� ��!�
���� � ��	�� e ����
	� �	���
���� 
�
�
 ,666 $� � �
	�� �����
��

9�	�
 e ����� �	��"�������

1�	� 5

��" ��%�
	�� ��� ��� 	��
#
 ���
��������	�
#
 �������
 ��� � ���
�#
 ����
%����� �����������.�
	�
�	��� ��	�� e
 �
�
�.� �����
�	���
����. ��
	���	����
 �����
"� 
	
����
 �.#
��.� �.�
� ��
�
#
 ��	�� � ����	��� 
	�
����� �
�
���������
� y = ex � �
#��� ���
��	�
�  ���$��� )�� �
#��� ���
��	�
�  ���$�� �
 
	�
����" e
������
 
�
�������� y = lnx
 �
�
#��� �. �
 
	�
����" e ����
���
 ���.���� ���������.��� @���$�� y = ex � y = lnx ������


�����.�� 4! #�� ��� ��
���%��. �� ��	� 5�

�� ������� �	
	�

��
� 4		���
���� �� �
�
�
��
	�� �
	���
�������
	��
yn = lg n

n + 1 .

�������� 1�		�
���� ����
	��

yn − yn+1 = lg n
n + 1 − lg n + 1

n + 2 = lg n(n + 2)
(n + 1)2

= lg n2 + 2n
n2 + 2n + 1

.

8������

 ∀n n2 + 2n
n2 + 2n + 1

< 1 ⇒ lg n2 + 2n
n2 + 2n + 1

< 0 ⇒ yn < yn+1 ⇒
�
	���
�������
	�� yn �
���	�����

���� 4		���
���� �� �
�
�
��
	�� �
	���
�������
	��

yn = 100n

n! 
 n! = 1 · 2 · 3 · ... · n
� ����� ����
����� ���� �
	���
�������
	���

�������� 1�		�
���� ��	��
�
yn+1
yn

= 100n+1n!
(n + 1)!100n = 100

n + 1 .

8������


yn+1
yn

= 100
n + 1 > 1 ��� n < 99 � yn+1

yn
= 100

n + 1 < 1

��



��� n > 99� <�
 
�������
 ��
 ��� n < 99 �
	���
�������
	��
�
���	����
 ��� n > 99 � ��.����� <�
 %� 
�������
 ��


y99 = 10099

99! � ����
����� ���� ����
� �
	���
�������
	���

���� )
������
 ��
 �
	���
�������
	��
yn =

√
n(
√

n + 1 −√
n)


#�������� 	���!��

�������� *��
������� �.��%���� 
�7�#
 ����� �
	���
�
�������
	��

yn =
√

n(
√

n + 1 −√
n) =

√
n(
√

n + 1 −√
n)(

√
n + 1 +

√
n)√

n + 1 +
√

n
=

=
√

n(n + 1 − n)√
n + 1 +

√
n

= 1√
1 + 1

n + 1
.

8������

 yn < 1
2 ∀n ⇒ �
	���
�������
	�� yn 
#�������� 	���!��

���� 4	!
�� �� 
���������� �������
 �
������
 ��


lim
n→∞

(
2 +

(−1)n

n

)
= 2.

����� ��	�
 ����
� �
	���
�������
	��
 ��%�7�! ��� ���������
(2 − ε, 2 + ε) ��� ε = 0.1 � ε = 0.01�

�������� 4	!
�� �� 
���������� �������
 	������ ∀ε > 0
������� �
��� N ���
�
 ��
 ��� n > N ����� �.�
�����	� �����
���	��
 ∣∣∣2 +

(−1)n

n
− 2

∣∣∣ < ε ⇔ 1
n

< ε.

1���� �
	������ �������	��
 
��
	������
 n
 �
�����
 ��


n > 1
ε � /	�� ����� N =

[
1
ε

]
� $���� ��	�� 1

ε 
 �
 ��� n > N

����. ����
� �
	���
�������
	�� ����� ��
�����
���� ��������
	��� |yn − 2| < ε
 � ��
 � 
�������
 ��
 lim

n→∞ yn = 2� *�� ε = 0.1

N = 10
 ��
 
�������
 ��
 �� ��������� 
���	��
	�� (2 − 0.1; 2 +
+0.1) = (1.9; 2.1) ����� ��!
����	� �
���
 56 ����
� �
	���
���
�����
	��� *�� ε = 0.01 N = 100
 �
 �	�� �� ��������� 
���	��
�
	�� (1.99; 2.01) 
��%��	� �
���
 566 ����.! ����
� �
	���
�������
�
	��
 �	� 
	�����.� �
��� �
	���
�������
	�� ����� ��!
����	�
������ 	�
�� ���
#
 ���������� : ����������� ε �
��� N ����
��������	� 
 �
 ����� �. ��������� �� �.�
 ��	�
 ε
 �	� ����


��



	�7�	����� �
���
 ������� 	 �
�
�
#
 �	� ����. �
	���
�������
�
	�� 
��%��	� ������ 
���	��
	�� (2 − ε, 2 + ε)�

���� ������ �
	���
�������
	��

9
10

,
101
100

,
999
1000

,
10001
10000

, ...

)
������
 ��
 lim
n→∞ yn = 1� A���� �
�%�
 �.�� n
 ��
�.

|yn − 1| < 10−6?

�������� ���
�
����
	�� � ����	� ����
� �
	���
�������
�
	�� �
��
���� ����	��� �� 
�7�� �����

yn =
10n + (−1)n

10n
.

�������	� ∀ε > 0 ������� �
��� N ���
�
 ��
�. ��� n > N
�.�
����
	� �������	��
∣∣∣∣10n + (−1)n

10n − 1
∣∣∣∣ < ε ⇔ 1

10n < ε.

1������� �
	������ �������	��
 
��
	������
 n
 �
�����

n > lg 1
ε � <�
 
�������
 ��
 N =

[
lg 1

ε

]
&�
�����������	�
 ��
 ε

���

 �
 ������� ����
 ε < 1(� *�� ε = 10−6 N = 6 �
 	���
���
�����

 ��� n > 6 ����� ����� ��	�
 �������	��
 |yn − 1| < 10−6�

��	� )
������
 ��
 ��	�
 6 �� ������	� ������
� �
	���
�

�������
	�� yn = n2

2n2 − 3
�

�������� 1�		�
���� |yn − 0| =
∣∣∣ n2

2n2 − 3

∣∣∣� 8������

 ���
�"�
� n ����� ��	�
 �������	��


∣∣∣ n2

2n2 − 3

∣∣∣ > 1
2 � <�
 
�������


��
 � 
���	��
	�� �����	� ε = 1
2 ��	�� 6 ��� �� 
��
� �
���

����
� �
	���
�������
	��
 	���
�������

 ��	�
 6 ������
� �
�
	���
�������
	�� �� ������	��

)
��%��
 ��
 lim
n→∞

n2

2n2 − 3
= 1

2 �

: ��
� $���" ∀ε > 0 �������	� ������� �
��� N ���
�
 ��

��� n > N ����� �.�
�����	� �������	��
∣∣∣ n2

2n2 − 3
− 1

2

∣∣∣ < ε ⇔
∣∣∣2n2 − (2n2 − 3)

2(2n2 − 3)

∣∣∣ < ε ⇔
∣∣∣ 3
2(2n2 − 3)

∣∣∣ < ε.

��



*�� n > 1 �
� ����
� �
���� �
�
%������
� ��	�
 � �
��
�
�� �
���� �
%�
 
��	����� 1���� �������	��
 3

2(2n2 − 3)
< ε


��
	������
 n�
3

2(2n2 − 3)
< ε⇔ 3 < 2(2n2 − 3)ε ⇔ 3 < (4n2 − 6)ε ⇔

⇔ 4n2 > 3
ε + 6 ⇔ n >

√
3
4ε + 3

2 .

����� 
����
�
 N =
[√

3
4ε + 3

2

]
�

:�7�	��
����� ��%�
#
 N �
�����
 �
 	���
�������



lim
n→∞

n2

2n2 − 3
= 1

2 .

��
� )
������
 ��
 lim
n→∞ cos2 1

n = 1�

�������� �������	� ∀ε > 0 ������� N ���
�
 ��
 ��� n > N
����� �.�
�����	� �������	��
∣∣∣ cos2 1

n − 1
∣∣∣ < ε ��� sin2 1

n < ε.

��� ��� sin 1
n < 1

n 
 �
 sin2 1
n < 1

n2 
 � �
��
�� N ������
 ��������

�������	��
 1
n2 < ε�

n2 > 1
ε ⇒ n > 1√

ε
⇒ N =

[
1√
ε

]
.

���� )��� �
	���
�������
	��
y1 =

√
6
 y2 =

√
6 + y1
���
 yn =

√
6 + yn−1, ...

)
������
 ��
 ��� �
	���
�������
	�� ����� ������
 � ����� �#
�

�������� 8������

 ��
 ������ �
	���
�������
	�� �
��
��	��"7��� *
 ��
���� +��������		� �
���	��"7�� �
	���
���
�����
	�� ����� �
����.� ������
 �	�� ��� �
	���
�������
	��

#�������� 	���!�� 8������

 y1 < 3
 y2 < 3� B��
�
� �����$��
�
��%��
 ��
 yn < 3� *�	�� yk < 3� �
#�� yk+1 =

√
6 + yk �
%�

����� ������ -
 � ��
 �
 ���
�� �����$�� � 
�������
 ��
 yn < 3
∀n� 4���
 	
#��	�
 ��
���� +��������		�
 ∃ lim

n→∞ yn� 8�
������

��
� ������ ����� A� ��� ��� �
 �	�
��" yn =
√

6 + yn−1
 ���
��!
%����� A ����� ����� ��������� A =

√
6 + A
 ����� �
�
�

�
�
 ������ A1 = 3
 A2 = −2� 8���$������.� �
���� �� �
�!
���
⇒ lim

n→∞ yn = 3�

��



�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

��
� ����	��� �
 ���� ����.! ����
� ������.! �
	���
���
�����
	����

5( yn = (−1)n+1

n2 ; ,( yn = 1
n sin nπ

2 ;

-( yn =
(
1 + 1

n

)n
; 2( yn = 1 + (−1)n

n �

���� ����	��� �.��%���� ��� 
�7�#
 ����� ������.! �
�
	���
�������
	����

5( 1
2 


2
5 


3
10 


4
17 
��� ,( 1

3 

1
8 


1
13 


1
18 
���

-( 5
 −1
4 


1
9 
 �

1
16 
��� 2( 2

1 

4

1 · 2 
 8
1 · 2 · 3 
 16

1 · 2 · 3 · 4 
���
C( lg 1
 lg 3

5 
 lg
4
10 
 lg

5
17 
���

���� 4		���
���� �� �
�
�
��
	�� �
	���
�������
	��
yn = n + 1

n + 5 � yn = 21/n.
���� )
������
 ��
 �
	���
�������
	��

yn =
n2

n2 + 1
, yn = n · sin π

n, yn = n(
√

n2 + 1 − n)

#�������. 	���!��

���� 4	!
�� �� 
���������� �������
 �
������
 ��

lim

n→∞
n

n + 2 = 1.

������� 	 ���
#
 �
����
 ����. �
	���
�������
	�� 
��%��	� �

���	��
	�� �����	� 6�65 ��	�� 5D

��	� 4	!
�� �� 
���������� �������
 �
������
 ��


5( lim
n→∞

1
n = 0; ,( lim

n→∞

(
3 + (−1)n

n2

)
= 3; -( lim

n→∞
2n + 1
3 · 2n = 1

3 ;

2( lim
n→∞

1
n cos nπ

2 = 0; C( lim
n→∞ (

√
n + 1 −√

n) = 0�

��
� : 
������
���� 
���������� ������� ��	�
�
� �
	���
�
�������
	�� ��� 	�����

lim
n→∞ yn = ∞.

4	!
�� �� 
����������
 �
������
 ��

lim

n→∞ 3
√

n = ∞.

��



���� *����	�� ������. ��	�
����
 ���.! & lim
n→∞ yn = 0( �

��	�
����
 �
����! & lim
n→∞ yn = ∞( �
	���
�������
	����

���� )
������
 ��
 �	�� yn � ��	�
����
 �����
 �

1
yn
� ��	�

�
����
 �
����� ��������� : 
������
���� � �
������ 
�����
�
�����%������

��
�� )
������
 ��
 �
	���
�������
	��

y1 =
3
8
, y2 =

3
8

+
1
2
y2
1, ..., yn =

3
8

+
1
2
y2

n−1, ...

����� �
����.� ������ � ����� ��
� �������

8����� lim
n→∞ yn = 1

2 �
��

� )
������
 ��
 �
	���
�������
	��

y1 = sinx0, y2 = sin y1, ..., yn = sin yn−1, ...,
#�� x0 � �"�
� ���	��������
� ��	�

 ����� ������ � ����� �#
�

8����� lim
n→∞ yn = 0�

��
�� E	���
����
 ��
 lim
n→∞

an

n! (a > 0) 	�7�	�����
 � �����
�#
�

 !�"����� :�7�	��
����� ������� �
������ �� 
	�
�����
��
���. +��������		�� )�� ��!
%����� ������� �
	�
���
�����
	� 	

��
������ yn+1 = a

n + 1yn�

��



���� ����
���	 
	��	���
����

��
���� � ����	

�� �������� �����
� ������� ��	����

������

���� %�� �
��������	 ��
�������� � 
���� x0

�������

����������� 
� @���$�� y = f(x) ���.����	� ������.��
�
� � �
��� x0
 �	��

5(  ���$�� y = f(x) 
��������� � 	��
� �
��� x0 � � ���
�
�
�
� �� 
���	��
	��;

,( lim
x→x0

f(x) = f(x0)�

�������
 ��
 lim
x→x0

f(x) �� �	�#�� 	
������� 	
 ���������

 ���$�� y = f(x) � �
��� x0 &��%� � ��! 	�����!
 �
#�� ��
� ����
��� 	�7�	�����(� @���$��
 ��� �
�
�.! lim

x→x0

f(x) = f(x0) &������

�.��.�  ���$��(
 � ��
 ����
��� �	�
������.� ��� � 	��
� ���
��������
 ��� � � �� ����
%����!  ���$���

+ 
	�
�� �
����� ������.��
	�� ��%�� �
����� �������
 ���$��� 4	�
����� 
���������� ������� F�� ��.�� ε−δG
 �
%�

���� F�� ��.�� ε − δG � 
���������� ������.��
�  ���$���

����������� �� @���$�� y = f(x) ���.����	� ������.��
�
� � �
��� x0
 �	�� 
�� 
��������� � �
��� x0 � � ���
�
�
� ��

���	��
	�� � ��� ∀ε > 0 ∃δ > 0 ���
�
 ��


|x − x0| < δ ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε.
/	�� ���	�� 
�
��������� x−x0 = ∆x
 f(x)− f(x0) = ∆y
 �


�
%�
 ���� �7� 
��
 
���������� ������.��
� � �
��� x0  ����
$��
 ����
	����
� ���� ����.� 
������������

����������� �� @���$�� y = f(x) ������.��� � �
��� x0


��



�	�� ��	�
����
 ���
�� �����7���" �� ��#������ � �
��� x0 ���
��� 	

����	��
���� ��	�
����
 ���
� �����7����  ���$��
 �

�	�� �	�� lim

∆x→0
∆y = 0�

���� &��#�
�������	 ���'�
����	 
�������	

������� � �����	�

5( lim
∆x→0

∆y = 0
 ,( lim
∆x→0

∆y �= 0


∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0) ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0)
lim

∆x→0−0
∆y = lim

∆x→0+0
∆y = 0 lim

∆x→0+0
∆y �= 0

y = f(x) ������.��� � ��� ��  ���$�� y = f(x)
�
��� x0 ������ � �
��� x0 ����.�

���� ( ����# ������ ������	 y = f(x)
��$����
�	 ��
�������� �� $�#���
�#


��#�)�
�� [a, b] 

@���$�� �
�%�� �.�� ������.��� � ��%�
� ���������� �
��
�� ��
��%���� [a, b]� *�� ��
� � #������.! �
���! ��
��%����
�
�%�� ����� ��	�
 ��� ���.������ 
��
	�
�
���� ������.��
�
	���

lim
x→a+0

f(x) = f(a), lim
x→b−0

f(x) = f(b).

��



��!� ( ����# ������ *���
 ��
������� �������

f(x) + g(x)+ f(x)g(x)+ f(x)
g(x)

 

:����
 ��
��������� � ��	��
� ���!  ���$�� ����� ������
�.��.�� � �
��� x0  ���$����
 �	�� ��%��� ��  ���$�� f(x) �

g(x) ����� ������.��� � �
��� x0
 ������ � 	�����  ���$��
f(x)
g(x)

�
�%�
 �.�� �.�
����
 �	�
��� g(x0) �= 0�
<�
 �����%����� 	������ �� 
���������� 5 ������.��
� �

�
��� x0  ���$�� � ��
���. 
 ������� 	���.
 ��
��������� �
��	��
#
 ���!  ���$���

��,� �
� #�)�� ���$�
� � ��
��������
� 
���

�
��-�� .��#��
����� ������� 

A�%��� �� ��
	�����! ����������.!  ���$�� ������.���
� ��%�
� �
��� 	�
�� 
���	�� 
����������� ������.��
	�� ��%�
�
� ����������
�  ���$�� �
���.����	� 
������
� B. 	������
��

 �
#�� �������� � ������" ������

��/� 0��������
� ������	+ 
�� ��
���� ���)�

��	 ������	 y = f(g(x)) *���
 ��
�������

� 
���� x0

5� @���$�� y = f(g(x)) �
�%�� �.�� 
��������� � �
��� x0

� � ���
�
�
� �� 
���	��
	���
,� @���$�� q(x) �
�%�� �.�� ������.��� � �
��� x0�
-� @���$�� y = f(z) �
�%�� �.�� ������.��� � �
��� z0


������ z0 = g(x0)�

��1� 2�� #���� ��
�������� ������� 

+	� ��
	������ ����������.�  ���$�� &��$�
�����.�
 ��
�
��
���$�
�����.�
 	������.�
 �
���������.�
 �
#��� ����	���

���#
�
�������	���
 
�����.� ���#
�
�������	���( ������.��.
� ��%�
� �
��� 	�
�� 
���	�� 
�����������

="��� 	�����
��$�� �� ��
	�����! ����������.!  ���$��

�
	���
�������
 ����������� �
����
� ��	�
 ���
 ������.��� �

��



��%�
� �
��� 	�
�� 
���	�� 
���������� &�� 
	�
����� ��
���.

 ������.��
	�� 	�
%�
�  ���$�� � �� 5�H(�

="���  ���$��
 �
�������� �� ������.��.!  ���$�� 	 �
�
�
7�" ���.��! ��� ������	��! ���	����
 ������.��� � ��%�
�
�
��� 	�
�� 
���	�� 
�����������

�� ������� �	
	�

��
� 4	�
����� 
���������� ������.��
�  ���$�� �� ��.��
�����7����
 �
������
 ��
 f(x) = x3 − 2x2 ������.��� ∀x ∈ R�

�������� )���� ��#������ x �����7���� ∆x � ������ 	
�

����	���"7�� �����7����  ���$���
∆y = f(x + ∆x) − f(x) = (x + ∆x)3 − 2(x + ∆x)2 − (x3 − 2x2) =
= x3 + 3x2∆x + 3x∆x2 + ∆x3 − 2x2 − 4x∆x − 2∆x2 − x3 + 2x2 =

= 3x2∆x + 3x∆x2 + ∆x3 − 4x∆x − 2∆x2.
A�%�
� 	��#���
� �
������
#
 ��� ∆y �.��%���� ������	� ��	�
�
����
 ���
� ��� ∆x → 0 �������
�
 �
��
�� lim

∆x→0
∆y = 0 ⇒

⇒ y = x3 − 2x2 ������.��� ��� �"�
� ���	��������
� x�

����4	�
����� ��
 %� 
���������� ������.��
	��
 �
������
������.��
	��  ���$�� f(x) =

√
x � �
��� x0 = 16�

�������� :
	����� � ����� ���
������� �����7����  ����
$�� � �
��� x0 = 16�

∆y=
√

16 + ∆x − 4 = (
√

16 + ∆x − 4)(
√

16 + ∆x + 4)√
16 + ∆x + 4

=

= 16 + ∆x − 16√
16 + ∆x + 4

= ∆x 1√
16 + ∆x + 4

.

*������� � ������� ��� ∆x → 0�
lim

∆x→0
∆y = lim

∆x→0
∆x 1√

16 + ∆x + 4
= 0.

*����� ����� 6 �� 
	�
����� ��
���.
 �����%��"7��
 ��
 ��
�
��������� ��	�
����
 ���
� �������. &� ����� 	����� ∆x( ��


#���������"  ���$�" &� ����� 	����� 1√
16 + ∆x + 4

� 1
4( �	��

�������� ��	�
����
 ������

�	



���� )
������ ������.��
	��  ���$�� y = 2x ∀x ∈ R�

�������� +
	�
������	� 
����������� �� ��.�� �����7��
����

∆y = 2x+∆x − 2x = 2x(2∆x − 1).
)
��%��
 ��
 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ���
�
 ��


0 < |∆x| < δ ⇒ |2∆x − 1| < ε.
*��
������� �������	��
 |2∆x − 1| < ε�

−ε < 2∆x − 1 < ε⇔ 1 − ε < 2∆x < 1 + ε ⇔
⇔ log2(1 − ε) < ∆x < log2(1 + ε).

*�� ���.! ε &0 < ε < 1(
log2(1 + ε) > 0, log2(1 − ε) < 0.

/	�� � ����	��� δ ����� ���������� �� ��	�� log2(1 + ε) �
| log2(1 − ε)|
 �
 ����� �����

0 < |∆x| < δ ⇒ |2∆x − 1| < ε.
����� 
����
�
 lim

∆x→0
2∆x = 1 ⇒ lim

∆x→0
∆y = 0� ������.��
	��

 ���$�� y = 2x �
�������
���� )
������ ������.��
	��  ���$�� y = cos x ∀x0 ∈ R


�	�
����� 
���������� ������.��
�  ���$�� �� ��.�� Fε − δG�

�������� �������	� �
������
 ��
 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ���
�
 ��

|x − x0| < δ ⇒ | cos x − cos x0| < ε.

*��
������� | cos x− cos x0| ���
 ��
�. � ���������� ���
����
���
��� �
����	� 	
��
%����� |x − x0| � �
#�� �. 	�
#�� �. �����
��%�
� ��� δ�

| cos x − cos x0|
=

∣∣∣−2 sin x − x0
2 sin x + x0

2

∣∣∣ �

� 2 |x − x0|
2 1 = |x − x0| < ε.

/	�� ����� δ ����.� ε
 �
 |x − x0| < δ ⇒ | cos x − cos x0| < ε
 �
��
 � �
���.���� ������.��
	��  ���$�� y = cos x ��� �"�
�
���	��������
� x�

����)
������ ������.��
	��  ���$�� y= 3
√

x � �
��� x0 =1�

�������� �������	� �
������
 ��
 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ���
�
 ��

|x − 1| < δ ⇒ | 3

√
x − 1| < ε.

*��
������� | 3
√

x − 1|�
��



| 3
√

x − 1|=
∣∣∣( 3
√

x − 1)( 3√
x2 + 3

√
x + 1)

3√
x2 + 3

√
x + 1

∣∣∣ =

= |x − 1|
( 3
√

x + 1/2)2 + 3/4
� |x − 1|

3/4 < ε.

*�� δ = 3
4ε ����� ����� |x− 1| < δ ⇒ | 3

√
x− 1| < ε� <�
 � �
���.�

���� ������.��
	��  ���$�� y = 3
√

x � �
��� x0 = 1� I���
#���

�
%�
 �
������ ������.��
	�� ����
�  ���$�� ∀x ∈ R�

��	� )
������ ������.��
	��  ���$��

f(x) =

{
x arctg 1

x , �	�� x �= 0,

0 , �	�� x = 0,

� �
��� x0 = 0�
�������� �������	� �
������
 ��
 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ���
�
 ��


|x| < δ ⇒
∣∣∣x arctg 1

x

∣∣∣ < ε.

+
	�
������	� ���
 ��

∣∣∣ arctg 1

x

∣∣∣ � π
2 � �
#��

∣∣∣x arctg 1
x

∣∣∣ �
� |x|π2 < ε� �������	��
 ����� �.�
�����	� ��� δ = 2ε

π �

+ �������! ,�' � ,�3 �������	� ����� 
���	�� 
����������
 ���$�� � 
�
	�
���� ������.��
	�� ��%�
� �� ��! � 	�
�� 
��
��	�� 
�����������

��
� y = 2cos x�
�������� D(y) = (−∞, +∞)�

@���$�� y = 2cos x ������	� �
��
��$��� ���! ��
	�����! ����
�������.!  ���$�� y = 2z
 z = cos x� *�� ��
� z = cos x ������
�.��� ∀x ∈ R
 y = 2z ������.��� ∀z ∈ R� *
 ��
���� 
 ������
�.��
	�� 	�
%�
�  ���$�� &�� 5�H�( ��������  ���$�� y = 2cos x

������.��� �� �	�� ��	�
�
� 
	��

���� y =
√

arcsin lnx�
�������� 8���	�� 
����������  ���$�� ������ �� �	�
���

arcsin(ln x) � 0 ⇔ 0 � lnx � 1 ⇔ 1 � x � e.
4���
 D(y) = [1, e]�

��������  ���$�� ������	� �
��
��$��� ���! ��
	�����!
����������.!  ���$��� y =

√
z
 z = arcsinu
 u = lnx�

*�� �"�
� x ∈ [1, e] ��%��� �� ���!  ���$�� ������.���
� 	

����	���"7�� �
��� 	�
�� 
���	�� 
���������� �
 	���
���
�����

 	�
%���  ���$�� �
%� ������.��� ∀x ∈ [1, e]�

��



���� y = x
lnx

+
√

2x − x2�

�������� @���$�� 
��������� ��� �.�
������ �	�
����
x > 0
 lnx �= 0
 2x − x2 � 0� 8���	�� 
���������� ����� �����
���� 	�	���. �������	���⎧⎪⎨

⎪⎩
x > 0
lnx �= 0
2x − x2 � 0

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

x > 0
x �= 1
x ∈ [0, 2]

⇒ D(y) = (0, 1) ∪ (1, 2].

��������  ���$�� ������.��� � �"�
� �
��� 
���	�� 
����
������� �
 ��
���� 
 ������.��
	�� 	���. ������.��.!  ����
$��� *���
� 	��#���
� ������.��
 ∀x ∈ D(y) �
 ��
���� 
 ������
�.��
	�� ��	��
#
 ������.��.!  ���$��� +�
�
� 	��#���
� ���
����	� ������.��
�  ���$��� ∀x ∈ D(y) �
 ��
���� 
 ������.��
�
	�� 	�
%�
�  ���$���

�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

+ �������! -�5 � -�' �
������ ������.��
	��  ���$�� �
�������.! �
���!
 �	�
����� 
��
 �� 
���������� ������.��
�
 ���$���

��
� y = ax + b
 ∀x ∈ (−∞, +∞)�
���� y = ax2 + bx + c
 ∀x ∈ (−∞, +∞)�
���� y = 2x3 + x2 + 5
 x0 = −1�
���� y =

√
x + 7
 x0 = 2�

���� y = sinx
 ∀x ∈ (−∞, +∞)�
��	� y = ax
 ∀x ∈ (−∞, +∞)�
��
� y = lnx
 x0 = 1�
+ �������! -�0 � -�52 ����� 
���	�� 
����������  ���$�� �


�
	�
���� ������.��
	�� ��%�
� �� ��! � 	�
�� 
���	�� 
����
��������

���� y =
√

x
x2 − 1

� ���� y = 53x−x2
�

��
�� y = 3
4 − x2 + lg(x3 − x)�

��

� y = lg(sinx)�

��



��
�� y = 1
ln(x2 − 2x + 1)

�

��
�� y = arccos(1 − 2x)�

��
�� y = arcsin(x − 2) +
√

2 − x√
1 + x

�

��
�� )
������
 ��
 �	��  ���$�� y = f(x) ������.��� �
�
��� x0
 �
  ���$�� y = |f(x)| �
%� ����� ������.��� � �
���
x0�

��
	� )
������
 ��
 �	��  ���$�� y = f(x) ������.���
�� ��
%�	��� [a,+∞) � 	�7�	����� �
����.� lim

x→∞ f(x)
 �
 ���

 ���$�� 
#�������� �� [a,+∞)�
��

�*
	��
��� ������ ����.��
� � ���
�
�
� �
���  ����

$��
 ������� �
�
�
� ������	� ������.��
�  ���$����

��



���� ���	�
��� ������	
�� ��	
	���

�� �������� �����
� ������� ��	����

������

���� 2�� ���
� lim
x→x0

f(x)+ ���� f(x) ��
������

��	 � (·)x0 ������	 

*
 
���������"  ���$�� y = f(x) ������.��� � �
��� x0

�	��

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

<�
 
�������
 ��
 ��� ��!
%����� ������� ������.��
�
 ���$�� �
	���
��
 �.��	���� �������� ��
�  ���$�� � �
���
x0� ���
����
 ��
 �"��� ������������  ���$�� ������.��� �
��%�
� �
��� 	�
�� 
���	�� 
�����������

��������

lim
x→2

lg sin πx
4 = lg sin π

2 = lg 1 = 0,

lim
x→0

arctg ex = arctg e0 = arctg 1 = π
4 .

@���$�� y = lg sin πx
4 ������.��� � �
��� x0 = 2
 �  ����

$�� y = arctg ex ������.��� � �
��� x0 = 0 ��� 	�����
��$��
������.��.! � 	

����	���"7�! �
���! ��
	�����! ����������
�.!  ���$���

���� 2�� ���
� lim
x→x0

(f(x) + g(x))+ lim
x→x0

f(x)
g(x) +

lim
x→x0

f(x)g(x) 

E������.� ������. ��� �	�
��� 	�7�	��
����� lim
x→x0

f(x) �

lim
x→x0

g(x) ��!
���	� �� 
	�
����� ��
���. 
 ������� 	���.
 ��
�

��������� � ��	��
#
� + ��	��
	��
 �	�� f(x) � g(x) ������.��.

��



� �
��� x0
 �

lim

x→x0

(f(x) + g(x)) = f(x0) + g(x0),

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = f(x0) · g(x0),

lim
x→x0

f(x)
g(x) = f(x0)

g(x0)
��� g(x0) �= 0.

��������


lim
x→1

(
tg πx

4 + cos πx
)

= tg π
4 + cos π = 1 − 1 = 0,

lim
x→0

(esin x · arccos x) = esin 0 · arccos 0 = e0 · π
2 = π

2 ,

lim
x→2

x3 − 1
x2 − 1

= 8 − 1
4 − 1 = 7

3 .

���� 0��������
� 
����#�+ �� ���������

��
���� lim
x→x0

f(x)
α(x) = ∞+ lim

x→x0

U(x)
α(x) = ∞+

lim
x→x0

f(x)
U(x) = 0+ lim

x→x0

α(x)
U(x) = 0+ ���

lim
x→x0

f(x) = C �= 0+ lim
x→x0

α(x) = 0+

lim
x→x0

U(x) = ∞

lim
x→x0

f(x)
α(x)

(
C
0

)
= ∞ �
 ��
����
 �
�
��� �����%����
 ��
 ���

������
 
������� ��	�
����
 ���
� ��� x → x0
 ������	� ��	�
�
����
 �
���
� ��� x → x0�

lim
x→x0

U(x)
α(x)

(∞
0

)
= lim

x→x0

U(x) · 1
α(x) = (∞ ·∞) = ∞
 ��� ���

��
��������� ���! ��	�
����
 �
����! ��� x → x0 ������� �	��
�������� ��	�
����
 �
����� ��� x → x0�

lim
x→x0

f(x)
U(x)

(
C∞

)
= 0 �
 ��
����
 �����%��"7��
 ��
 �������

��
 
������� ��	�
����
 �
���
� ��� x → x0
 ������	� ��	�
����
�
 ���
� ��� x → x0 �������
��

lim
x→x0

α(x)
U(x)

(
0∞

)
= lim

x→x0

α(x) · 1
U(x) = (0 · 0) = 0
 ��� ���

��
��������� ���! ��	�
����
 ���.! ��� x → x0 ������� �	��
�������� ��	�
����
 ����� ��� x → x0�

4����
C

0
→ ∞,

∞
0

→ ∞,
C

∞ → 0,
0
∞ → 0.

��



��!� �
� #�)�� ���$�
� � lim
x→x0

α(x)
β(x) �

lim
x→x0

U(x)
V (x) + ��� α(x) � β(x) 3 *���������

#���� 
�� x → x0+ U(x) � V (x) 3 *���������

*���-�� 
�� x → x0 

A �.��%�����
α(x)
β(x) �

U(x)
V (x) ������	����.� �.�� ��
���.

��� x → x0 ����������.� ����� �.��%���� ������
 ���.����

��
���������.�� �.��%������ 	

����	�����
 ����
(

0
0

)
�

(∞∞)
�

��������
 x3 − 8
x − 2 � ��
���������
� �.��%���� ����

(
0
0

)
��� x → 2; ln(x − 1)

tg πx
2

� ��
���������
� �.��%���� ���� ∞∞ ���

x → 1 + 0�
)�� ��!
%����� ������
� ����

lim
x→x0

α(x)
β(x)

(
0
0

)
� lim

x→x0

U(x)
V (x)

(∞∞)
��%�
 ����� 	��$�����.� �����.
 �
�
�.� ����� ��		�
����.
��� ������� ������

��,� �
� #�)�� ���$�
� � 
���$������� *�����

�����#����
�� x→x0 �������� �� �������

�����' � �����
���
� 
���� x0 ������' 

���
� ��
��������� ������	� ��	�
����
 ���
� ��� x → x0

�������
�
 �
 �	��
lim

x→x0

α(x) · f(x) = 0,

�	�� α(x) � ��	�
����
 ����� ��� x → x0
 � |f(x)| � M � ���
�

�
�
� 
���	��
	�� �
��� x0� ��������
 lim
x→0

x cos 1
x = 0
 ��	�
���

�� �

 ��
 lim
x→0

cos 1
x �� 	�7�	������

��



��/� ( ����# ������ 
���$������� ���� �������


����
���	�
 ��*�� ���
���������� ����)��

��� 

�
���
 � 
��
� 	����� � �
#�� 
��� ��  ���$�� ������	� ��	�
�
����
 ���
� ��� x → x0
 ���#�� ��	�
����
 �
���
�� + ��
�
	����� ��� x → x0 ��
��������� α(x) · U(x) ���.��"� ��
������
����.� �.��%����� ���� (0 · ∞)�

��������
 ��
��������� x · lg x ������	� ��� x → 0+ ��
����
������.� �.��%����� ���� (0 · ∞)�

��1� �
� #�)�� ���$�
� � lim
x→x0

(U(x) + V (x))+

���� U(x) � V (x) 3 *��������� *���-�� 
��

x → x0 

/	�� U(x) � V (x) � ��	�
����
 �
����� 
��
#
 �����
 �
 �!
	���� �
%� ����� ��	�
����
 �
���
� �������
� �
#
 %� ������

/	�� %� U(x) � V (x) ����"�	� ��� x → x0 ��	�
����
 �
���
���� ����.! ����
�
 �
#�� �! 	���� ����	������� 	
�
� ��
����

������
� �.��%���� ���� (∞−∞)� ��������

(

1
x + lg x

)
� ��
����

������
� �.��%���� ���� (∞ − ∞) ��� x → 0+; �.��%����(
tg x − 1

cos x

)
������	� ��
���������.� �.��%����� ����

(∞−∞) ��� x → π
2 �

��4� 2�� ���
� 
����� �
�
�����
���$�
������

������� 

:������
��
���������
� ���.����	�  ���$�� ����
y = (f(x))g(x).

<��  ���$�� 
��������� ��� f(x) > 0
 f(x) �= 1 � ��
���
���
�
g(x)� 9�
�. ����� ����
 ����"  ���$�" 
���	�� � ����������
�.�
 �� ������
 ����	.���� � ����

y = eg(x) ln f(x).
����� 
����
�


lim
x→x0

(f(x))g(x) = lim
x→x0

eg(x) ln f(x).

��



+ 	�����
 �
#��  ���$�� f(x) � g(x) ������.��. � �
��� x0

����� �����

lim
x→x0

(f(x))g(x) = lim
x→x0

eg(x) ln f(x) = e
lim

x→x0
g(x) ln f(x)

=

= eg(x0) ln f(x0) = (f(x0))g(x0) ��� �	�
���
 ��
 f(x0) > 0.

��������
 lim
x→π

6

(sin x)cos 2x =
(
sin π

6

)cos π
3 =

(
1
2

) 1
2 = 1√

2
�

��5� ( ����� �����	� (f(x))g(x) *���
 
��

x → x0 ���
���������# ����)����# 

��� ��� (f(x))g(x) = eg(x) ln f(x)
 ��
���������
	�� ���
x → x0 ����� ����� ��	�
 � ��! 	�����!
 �
#�� ��
���������
g(x) ln f(x) ����� ��
���������.� �.��%����� ���� &0·∞(� �����
	����$�� ����� ����� ��	�

 �	��

5( lim
x→x0

g(x) = 0
 lim
x→x0

f(x) = 0;

,( lim
x→x0

g(x) = 0
 lim
x→x0

f(x) = +∞;
-( lim

x→x0

g(x) = ∞
 lim
x→x0

f(x) = 1�

4���
 ��� �.��	����� ������
� 	������
��
���������.!  ����
$�� �
#�� �	�������	� ��
���������.� �.��%���� ���! ���
��
(00); (∞0); (1∞)�

��������


xx ���
���������
� �.��%���� ���� (00) ��� x → 0+;

(
tg πx

2

)x−1
���
���������
� �.��%���� ���� (∞0) ��� x → 1 − 0;

(cos x)1/x ���
���������
� �.��%���� ���� (1∞) ��� x → 0�

���6� 7� ��������� ��-��$��)������ 
�������

��
� ��� ��$#�)��� ���
���������� ���

��)���	

*�	�� lim
x→x0

α(x) = 0
 lim
x→x0

β(x) = 0
 lim
x→x0

U(x) = ∞

lim

x→x0

V (x) = ∞, lim
x→x0

f(x) = 1.

��



�
#�� ��
���������.�� ��� x → x0 ����� 	����"7�� �.���
%�����

α(x)
β(x)

(
0
0

)



U(x)
V (x)

(∞∞)

 U(x) · α(x)(∞ · 0)
 (α(x))β(x)(00)


U(x) − V (x)(∞−∞)
 (U(x))α(x)(∞0)
 (f(x))U(x)(1∞)�
�������
 ��
 �	� �.��	������
� ����� ��	�
 � ��� x → ∞�

*
��
��
 � ��	��
	��
 ���������.� ��
���. �
%�
 �	�
���
����
� ��� ��!
%����� ������� ��	�
�
� �
	���
�������
	���

�� 
	�
����� ���
%���
#
 �.�� ���
�������	� 	����"7��
�
���
� ��!
%����� �������  ���$���

5� /	�� ��������  ���$�� ������.��� � (·)x0
 ��!
%�����
������� 	�
���	� � �.��	����" ��������  ���$�� � (·)x0�

,� /	�� ��� �
�	���
��� �������� x0 � �.��%����  ���$��

�����
	�
 ��
 ����� ��	�
 
��� �� 	����$��
 �
�
�.� ��		�
����
�. � �� 5�-
 5�C � 5�H
 ��%�
 �
	�
���
����	� 	

����	���"7���
��
������ 
 �������! � 	�
�	����� ��	�
����
 ���.! � ��	�
�
����
 �
����! ��������

-� /	�� 
�����
	�
 ��
 ��� x → x0 ����� ��	�
 ��
���������
�
� �.��%���� &�� 5�2
 5�H
 5�'
 5�3(
 	������
 �	���
��� ��� ��
����
������
	��
 ����� 	��$�����.� �����
 �
��
��"7��
 ��� ������
�
 #
�
����
 ��	��.�� ����
� ��
���������
� �.��%����� :��$��
����.� �����. ��	��.��� ��
���������
	��� ����� ��		�
����.
��� ������� ������

�� ������� �	
	�

*��	����� � ������" ����� �� �.��	����� ������
�
 	�����
�� �
����� ��������.� �������� ��
	�����! ����������.!  ����
$���

5� :��������  ���$��

lim
x→+∞xn = +∞, n ∈ N, lim

x→−∞xn =

{
+∞ ��� n ����
�,

−∞ ��� n ������
�,

lim
x→+∞xα =

{
+∞ ��� α > 0,

0 ��� α < 0.

�	



�� ��������	
��� 
������

lim
x→+∞ ax =

{
+∞ ��� a > 1,

0 ��� 0 < a < 1,

lim
x→−∞ ax =

{
0 ��� a > 1,

+∞ ��� 0 < a < 1.

�� ������
�������� 
������

lim
x→+∞ loga x =

{
+∞ ��� a > 1,

−∞ ��� 0 < a < 1,

lim
x→0+0

loga x =

{
−∞ ��� a > 1,

+∞ ��� 0 < a < 1.

�� ������������������ 
������

y = tg x y = ctg x

lim
x→π

2
−0

tg x = +∞ lim
x→0+

ctg x = +∞
lim

x→−π
2
+0

tg x = −∞ lim
x→π−0

ctg x = −∞
�����	� ������������������ 
������ y = sinx� y = cos x�
y = tg x� y = ctg x ��� x → ±∞ �� �� ���!�"��

��



#� $%������ ������������������ 
������

y = arctg x y = arcctg x

lim
x→+∞ arctg x = π

2 lim
x→+∞ arcctg x = 0

lim
x→−∞ arctg x = −π

2 lim
x→−∞ arcctg x = π

���� ������	
�	 �
	�	��� � �����	 ����������


	��
	�	�	

����

& �������� ' ( ') ���%����� ����� �����	� �������� 
���*

���� ����	
��� ������� �������!����� 
������� ������� � ���*

��	�� �	� �!����!� %��������� ��	�� � %��������� %�	
+�� !�*

	�����

������ �� lim
x→1

ln
(
tg πx

4

)
= ln

(
tg π

4

)
= ln 1 = 0� ,�� '�'-

.���	
��!��� �������!����
 
������ ! ����� x = 1�
������ �� lim

x→0
cos x · esin πx = cos 0 · esin 0 = 1 · e0 = 1.

.���	
��!��� ������� � �����	� �����!������ � �������!*

����
 �������/����� 
������� ,�� '��-

������ �� lim
x→2

x2 − 5x + 6
x2 + 3x − 4

=
lim
x→2

(x2 − 5x + 6)

lim
x→2

(x2 + 3x − 4)
= 0

6 = 0.

.���	
��!��� ������� � �����	� ���������

������ 	� lim
x→1

x2 − 5x + 6
x2 + 3x − 4

(
2
0

)
= ∞.

.���	
��!�	� ��� ��� !�	������ �%������ %��������� ��	���

�!	����� %��������� %�	
+��� ,�� '��-

��



������ 
� lim
x→π

2

sin 5x
cos 2x =

sin 5π
2

cos π = 1−1 = −1. ,�� '��-

������ �� lim
x→π

4

sin 5x
cos 2x =

sin 5π
4

cos π
2

(√
2/2
0

)
= ∞. ,�� '��-

������ �� lim
x→0+

lnx
x

(−∞
0

)
=

= lim
x→0+

lnx · 1
x(−∞ · +∞) = −∞. ,�� '��-

������ 
� lim
x→1

3 − x
tg πx

2

(
2∞

)
= 0. ,�� '��-

.���	
��!�	� ��� ��� !�	������ �%������ %��������� %�	
*

+��� �!	����� %��������� ��	���

������ �� lim
x→1

1 − x
tg πx

2

(
0∞

)
=

= lim
x→1

(1 − x) · 1
tg πx

2
(0 · 0) = 0. ,�� '��-

������ ��� lim
x→3−0

2 − x
lg(3 − x)

( −1−∞
)

= 0. ,�� '��-

������ ��� lim
x→3−0

3 − x
lg(3 − x)

(
+0−∞

)
= 0. ,�� '��-

������ ��� lim
x→0

x · sin π
x = 0. ,�� '�#-

.���	
��!��� ������� � �����	� �����!������ %���������

��	�� !�	����� �� �����������" 
�����"�

������ ��� lim
x→∞

1 − cos x
x = lim

x→∞
1
x(1 − cos x) = 0�

��� ��� ��� x → ∞ 1
x → 0� |1 − cos x| � 2� ,�� '�#-

������ �	� lim
x→∞

√
x · arctg x = +∞.

.���	
��!��� ��� ��� �����!������ %��������� %�	
+�� !�*

	����� �� 
�����"� ���" �" �������� ��	����� �� 0 �����	

, lim
x→∞ arctg x = π

2 -� ���
 !�	����� %��������� %�	
+���

������ �
� lim
x→∞x(2 + sin x) = ∞� ��� ��� lim

x→∞x = ∞� �
(2 + sinx) ( ������������ 
������� ������ 1 � 2 + sinx � 3�

������ ��� lim
x→∞x · sin x.

1��� �����	 �� �� ���!���� �������� �� ��� ��� ����
 sinx
��/� ������������ 
������� ��� ! ��	���� �� 
������ 2 + sinx�
������� ∀x ��	���� �� 0� 
������ sinx ��� x → ∞ �%�� �����

! 0 !� !��� ������ !��� x = kπ�

��



������ ��� lim
x→1+0

(
1

x − 1 − lg(x − 1)
)

= +∞− (−∞) = +∞.

�� ������� � ����� �!�� %��������� %�	
+�� ������ ������ ,�� '�2-

������ �
� lim
x→π−0

(
ctg x − 1

sinx

)
(−∞− (+∞)) = −∞.

������ ��� 3���� lim
x→∞

5x + 4
3x + 2 .

�������� ��� ��� lim
x→+∞ ax = +∞� lim

x→−∞ ax = 0 ��� a > 1�

�� ! ������ �	���� ��� x → +∞ ���%
 5x + 4
3x + 2 %���� �������!	��


��%�� ��������	����� !���/���� !���
(∞∞)

� 4�	� /� x → −∞�
�� lim

x→−∞
5x + 4
3x + 2 = 0 + 4

0 + 2 = 4
2 = 2�

���� ��
� ����� ��� ���������	��
�� 
�����

& �������� ' ( '2 ���%����� ����� �����	� �������� 
���*

���5

'� lim
x→1

log2(x2 + 3x)6 �� lim
x→π

x · 2cos x6

�� lim
x→5

√
x − 1

1 +
√

x + 4
6 �� lim

x→1

tg πx
4

lg 10
x

6

#� lim
x→1

x3 − 1
x2 + x − 6

6 7� lim
x→2

x3 − 1
x2 + x − 6

6

8� lim
x→1

x
lnx

6 2� lim
x→1+0

ln(x − 1)
x − 1 6

)� lim
x→π

4

tg x
1 − tg x 6 '0� lim

x→π
4

tg 2x
1 − tg x 6

''� lim
x→0+0

1 + cos x
lnx

6 '�� lim
x→0+0

1 − cos x
lnx

6

'�� lim
x→π

4

sinx − cos x
tg 2x 6 '�� lim

x→π

1 − sin x
2

ctg(2x − π) 6

'#� lim
x→+∞ (arctg x − lg x)6 '7� lim

x→0+0

(
1
x − 1

lg x

)
6

'8� lim
x→∞

1 + sinx
x 6 '2� lim

x→0+0

1 − cos π
x

lnx
�

')� $%9�����
� ������ lim
x→∞x(2 + cos x) = ∞� �

lim
x→∞x(1 + cos x) �� �� ���!����

�0� :���� 	� %��������� %�	
+��� �	���" �� �����������*

��� 
������5

��



'- f(x) = 1
x sin 1

x ��� x → 06
�- f(x) = x arctg x ��� x → ∞6
�- f(x) = sinx · lg x ��� x → +∞6
�- f(x) = (2 + sinx) lg x ��� x → +∞�

$�!��5 '- � �- ( ���6 �- � �- ( ���

���� ����
���	 
	��
	�	�	

���	� ����
(
0
0

)
;��������� �����	
�� ������	
��� ������!� ������� ��*

��	
��"��� ��� ��������� ��������	�������� !���
(

0
0

)
�

���������� ��������� � ����������� �� ���������

3�������� ��� ��	� ���	� x1 �!	����� ������ ������	���

Pn(x)� �� <��� ������	�� ��/�� �������!��
 ! !���
Pn(x) = (x − x1)Qn−1(x).

& ���������� ��	� x1 � x2 ( ����� ���!����� ax2 + bx + c = 0� ��
ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2).

������ �� 3���� lim
x→2

x2 − 5x + 6
3x2 − 4x − 4

(
0
0

)
� 3����� ����� ����*

�	���! � ���	�/�� ���	���	
 � ���������	
 �� ���/���	�� �����

lim
x→2

x2 − 5x + 6
3x2 − 4x − 4

= lim
x→2

(x − 2)(x − 3)
3(x − 2)(x + 2/3) = lim

x→2

x − 3
3(x + 2/3) = −1

8
.

������ ��3���� lim
x→1

x3 − 1
x3 − 2x + 1

(
0
0

)
� �� 
����	� �	� ���*

����� ��%�!

x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1).
=��%� ���	�/��
 �� ���/���	� ���������	
� �����	�� ���	%�*

��� (x3 − 2x + 1) �� �������
 (x − 1)5
x3− 2x + 1 x − 1
x3− x2 x2 + x − 1

x2 − 2x +1
x2 − x

− x +1
− x +1

0
& ����	
���� %���� ����


��



lim
x→1

x3 − 1
x3 − 2x + 1

= lim
x→1

(x − 1)(x2 + x + 1)
(x − 1)(x2 + x − 1)

=
3
1

= 3.

������ �� 3���� lim
x→−2

x4 + x3 + 2x − 4
x2 + 4x + 4

� ;����	�� ���	�*

��	
 �� �������
 (x − (−2)) = x + 25
x4+ x3 + 2x− 4 x + 2
x4+ 2x3 x3 − x2 + 2x − 2

−x3 + 2x

−x3 − 2x2

2x2 + 2x

2x2 + 4x

− 2x−4
− 2x−4

0
�����

lim
x→−2

x4 + x3 + 2x − 4
x2 + 4x + 4

= lim
x→−2

(x + 2)(x3 + x2 + 2x − 2)
(x + 2)2

=

= lim
x→−2

x3 − x2 + 2x − 2
x + 2 = −18

0 = −∞.

��������������� ������� !�� �����"�����" #���$�%&

(a − b)(a + b) = a2 − b2,

(a − b)(a2 + ab + b2) = a3 − b3,

(a + b)(a2 − ab + b2) = a3 + b3.
������ �� 3����

lim
x→3

1 −√
x − 2

x2 − 2x − 3

(
0
0

)
= lim

x→3

(1 −√
x − 2)(1 +

√
x − 2)

(x2 − 2x − 3)(1 +
√

x − 2)
=

= lim
x→3

1 − (x − 2)
(x − 3)(x + 1)(1 +

√
x − 2)

= lim
x→3

−(x − 3)
(x−3)(x+1)(1+

√
x−2)

=

= lim
x→3

−1
(x + 1)(1 +

√
x − 2)

= −1
4 · 2 = −1

8 .

������ �� 3����

lim
x→1

(
√

x − 1)(
√

x + 1)(2 +
√

5 − x)
(2 −√

5 − x)(2 +
√

5 − x)(
√

x + 1)
=

= lim
x→1

(x − 1)(2 +
√

5 − x)
(4 − (5 − x))(

√
x + 1)

= lim
x→1

(x − 1)(2 +
√

5 − x)
(x − 1)(

√
x + 1)

=

��



= lim
x→1

2 +
√

5 − x√
x + 1

= 2 + 2
1 + 1 = 4

2 = 2.

������ �� 3����

lim
x→−8

2 + 3
√

x
x2 + 7x − 8

(
0
0

)
= lim

x→−8

(2 + 3
√

x)(4 − 2 3
√

x + 3√
x2)

(x2+7x−8)(4−2 3
√

x + 3√
x2)

=

= lim
x→−8

8 + x

(x − 1)(x + 8)(4 − 2 3
√

x + 3√
x2)

=

= lim
x→−8

1
(x − 1)(4 − 2 3

√
x + 3√

x2)
= 1−9 · 12 = − 1

108 .

����%' ���������"�%' ���(�� � �)� ���(�����

���!�� ��������	
��� �����	�� ������� ����!��
5

lim
x→0

sinx
x = 1 ,'- �	� lim

x→x0

sinα(x)
α(x) = 1� ,�-

��� α(x) → 0 ��� x → x0�

�����	 ��������	�� ���� ��� �� ���!�	��� ���	��
 !�!��5

�	� �������� ���������� %	����� � 0� !�	����� ������ ��������*

��� �� ��	������� �� !�	����� �!���� ����������

���������� ,<�� !�/��>-� ��� �����	 ����+���� ������ ����*

������ ��������� � �!���� ��������� ��!�� '� 	�+
 ����� ����*

���� ������ ��������� � 0�

3�������� lim
x→π

2

sinx
x = 1

π/2 = 2
π � lim

x→π

sinx
x = 0

π = 0�

lim
x→x0

sin x
x = sin x0

x0
(x0 �= 0) � ��	
�� lim

x→0

sinx
x

(
0
0

)
= 1�

?������� ��� ���%������ ����
 ��!�� ����	
��!���� ���!�*

�� ��������	
���� �����	� �� ��	
�� ! ������ ,'-� �� � ! ������

,�-� @	����� �������
� ��� ��	�� ��������� lim
x→π

sin x
x = = 0

π = 0

,<�� �� ���!�� ��������	
��� �����	-� �� lim
x→π

sin(π − x)
π − x = 1 ( <��

���!�� ��������	
��� �����	 ,�-� ��� α(x) = (π−x) ( %���������
��	�� ��� x → π !�	������

3� ���������� �������� ����/��� ��� 
����	
�� ������

����	
������ ��������	
��� �����	 ��� ��������� ����������*

�������� ��������	�������� !���
(

0
0

)
�

������ �� lim
x→0

sin 5x
x

(
0
0

)
= lim

x→0
5 · sin 5x

5x = 5�

��



������ �� lim
x→0

sin 2x
sin x

3

(
0
0

)
= lim

x→0

sin 2x
2x · 2x

sin
x
3

x
3

· x
3

= 6� ��� ���

lim
x→0

sin 2x
2x = 1 � lim

x→0

sin x
3

x
3

= 1.

������ �� lim
x→0

1 − cos 8x
x2

(
0
0

)
= lim

x→0

2 sin2 4x
x2 =

= 2 lim
x→0

(
sin 4x

4x

)2
16 = 32.

.���	
��!��� 
����	� 1− cos α = 2 sin2 α
2 � ���!�� ������*

��	
��� �����	�

������ 	� lim
x→0

sin 6x − sin 2x
x2

(
0
0

)
= lim

x→0

2 sin 2x cos 4x
x2 =

= 4 lim
x→0

sin 2x
2x · lim

x→0

cos 4x
x = ∞,

��� ��� lim
x→0

sin 2x
2x = 1� lim

x→0

cos 4x
x

(
1
0

)
= ∞�

������ 
� lim
x→0

1 −√
cos x

x2

(
0
0

)
=

= lim
x→0

(1 −√
cos x)(1 +

√
cos x)

x2(1 +
√

cos x)
= lim

x→0

1 − cos x
x2(1 +

√
cos x)

=

= lim
x→0

2 sin2 x
2

x2(1 +
√

cos x)
= 2 lim

x→0

sin x
2

x
2

sin x
2

x
2

1
4

1
1 +

√
cos x

= 1
4 ,

��� ��� lim
x→0

sin x
2

x
2

= 1� � lim
x→0

1
1 +

√
cos x

= 1
2 �

������ �� lim
x→0

x√
1 − cos 6x

(
0
0

)
= lim

x→0

x√
2 sin2 3x

=

= 1√
2

lim
x→0

x
| sin 3x| = 1√

2
lim
x→0

1
3| sin 3x|

3x

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
3
√

2
��� x → 0 + 0,

− 1
3
√

2
��� x → 0 − 0.

$%������ !������� �� ��� ��� ������ ����� ����	� ��� ��*

!	������
√

sin2 3x ���!�	� %� ��� x → 0 − 0 � ��!������ ��!����
������ �� lim

x→π

sin x
π2 − x2

(
0
0

)
�

& <��� ������� �������� � sinx �� �!	����� %��������� ��*
	�� !�	������ � ��<����� ���%� ����	
��!��
 ���!�� ��������	
*

��� �����	� !����	
������ ���� ��� sinx = sin(π − x)� �����

lim
x→π

sinx
π2 − x2

(
0
0

)
= lim

x→π

sin(π − x)
π − x

1
π + x =

1
2π

.

���



?���
 lim
x→π

sin(π − x)
π − x = 1� ��� ��� α(x) = (π−x) ( %���������

��	�� ��� x → π�

������ 
� lim
x→π

6

1 − 2 sin x
π − 6x

(
0
0

)
= lim

x→π
6

2(1
2 − sinx)
π − 6x =

= 2 lim
x→π

6

sin π
6 − sinx

π − 6x = 2 lim
x→π

6

2 sin
π
6
−x

2 cos
π
6
+x

2
π − 6x =

= 4 lim
x→π

6

sin π−6x
12

12π−6x
12

cos π + 6x
12 =

√
3

6 ,

��� ��� lim
x→π

6

sin π−6x
12

π−6x
12

= 1� � lim
x→π

6

cos π + 6x
12 =

√
3

2 �

������ �� lim
x→π

2

cos x
π − 2x

(
0
0

)
= lim

x→π
2

sin(π
2 − x)

2(π
2 − x) =

= 1
2 lim

x→π
2

sin(π
2 − x)

π
2 − x

= 1
2 ,

��� ��� ����
 α(x) = π
2 − x ( %��������� ��	�� ��� x → π

2 �

������� '0 ( '� ��+��� � ����	
��!����� �	����!�� ���*

!��� ��������	
���� �����	�5

lim
x→0

tg x
x = 1, lim

x→0

arcsinx
x = 1, lim

x→0

arctg x
x = 1.

������ ��� lim
x→0

tg 2x
sin 5x

(
0
0

)
= lim

x→0

2 · tg 2x
2x

5 · sin 5x
5x

= 2
5 �

������ ��� lim
x→0

7x − arctg 2x
5x + arcsin 3x

(
0
0

)
= lim

x→0

7 − arctg 2x
x

5 + arcsin 3x
x

=

= lim
x→0

7 − 2 · arctg 2x
2x

5 + 3 · arcsin 3x
3x

= 7 − 2
5 + 3 = 5

8 .

������ ��� lim
x→π

tg x
sin 3x

(
0
0

)
= lim

x→π

− tg(π − x)
sin(3π − 3x) =

= lim
x→π

− tg(π−x)
π−x · (π − x)

sin(3π−3x)
3π−3x · 3(π − x)

= −1
3 .

*��(���� ����' ���������'

&� ������ �	������ ���%� ����� lim
x→x0

f(x)� ����� ����	 ���*

	��
 ������ x = g(t)� ��� <��� ��	� lim
t→t0

g(t) = x0� �� lim
x→x0

f(x) =

= lim
t→t0

f(g(t))�

���



������ �� 3���� lim
x→π

sin 5x
sin 6x

(
0
0

)
�

&!���� ��!�" ���������" t = π−x �	� x = π−t� $��!�����
��� x → π ���������� t → 0� �����

lim
x→π

sin 5x
sin 6x = lim

t→0

sin(5π − 5t)
sin(6π − 6t) = lim

t→0

sin 5t
− sin 6t = −5

6
.

.���	
��!��� 
����	� ���!������ � ���!�� ��������	
��� ���*

��	�

������ �� 3���� lim
x→1

ctg πx
2

x − 1

(
0
0

)
�

&!���� ���������" t = x − 1 �	� x = t + 1� ��� x → 1
���������� t → 0 � �����

lim
x→1

ctg πx
2

x − 1 = lim
t→0

ctg π
2 (t + 1)

t = lim
t→0

ctg(π
2 + π

2 t)
t =

= lim
t→0

− tg πt
2

t = − lim
t→0

tg πt
2

πt
2

π
2 = −π

2 .

������ �� 3���� lim
x→1

3
√

x − 1
4
√

x − 1

(
0
0

)
�

&!���� ���������" t = 12
√

x ⇒ x = t12� ��� x → 1 �������*
��� t → 1 � �����

lim
x→1

3
√

x − 1
4
√

x − 1
= lim

t→1

t4 − 1
t3 − 1

= lim
t→1

(t − 1)(t + 1)(t2 + 1)
(t − 1)(t2 + t + 1)

= 4
3 .

���� ��
� ����� ��� ���������	��
�� 
�����

3���� �����	�5 $�!���5

'� lim
x→2

x2 − 4
x2 + x − 6

� 4
5 6

�� lim
x→−1

2x2 + x − 1
x3 + 1

� *'6

�� lim
x→1

x3 + x − 2
x3 − x

� �6

�� lim
x→2

x4 − 2x3 + x − 2
x4 − 8x2 + 16

� ∞6

#� lim
x→0

√
1 + x − 1

x � 1
2 6

7� lim
x→0

3√1 + x − 1
x � 1

3 6

��	



8� lim
x→1

x2 −√
x√

x − 1
� �6

2� lim
x→−1

1 + 3
√

x
3√1 + x

� 06

)� lim
x→0

sinαx
sin βx

� α
β
6

'0� lim
x→0

sin 8x − sin 2x
x � 76

''� lim
x→0

cos 8x − cos 2x
x � 06

'�� lim
x→0

√
1 − cos 4x

x �
2
√

2 ��� x → 0 + 0;
−2

√
2 ��� x → 0 − 0;

'�� lim
x→0

√
2 −√

1 + cos x
sin2 x

�

√
2

8 6

'�� lim
x→0

tg x
3
√

(1 − cos x)2
� ∞6

'#� lim
x→0

3x + 2 arctg x
5x − arcsinx �

5
4 6

'7� lim
x→π

sin 3x
sin 2x � −3

2 6

'8� lim
x→π

sinx
π2 − x2 �

1
2π 6

'2� lim
x→π

6

x − π
6√

3
2 − cos x

� �6

')� lim
x→π

2

π
2 − x
ctg x � '6

�0� lim
x→π

2

tg(π − 2x)
cos x � ��

�� � ����
���	 
	��
	�	�	

���	� ����
(∞∞

)
��� ����/����� lim

x→∞
Pn(x)
Qm(x)

(∞∞)
� ��� Pn(x) � Qm(x) ( ���*

���	���� ����	
������ ����� ��	���� ���	���	� � ���������	� ��

xk� ��� k ( ���%�	
+�� �� ����	 m � n� A��	������� ����� ��*
��	
������ � ��� ����/����� �����	�! ���������	
��� ������*

��	�������� !���
(∞∞)

�

���



������ �� lim
x→∞

2x3 + x − 3
x3 + x2

(∞∞)
�

�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 ���%� �� x3�

�����

lim
x→∞

2x3 + x − 3
x3 + x2 = lim

x→∞
2 + 1

x2 − 3
x3

1 + 1
x

= 2,

��� ��� 1
x �

1
x2 �

1
x3 ( %��������� ��	�� !�	����� ��� x → ∞�

������ �� lim
x→∞

x4 + 100x
x5 + 1

(∞∞)
�

�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 ���%� �� x5�

�����

lim
x→∞

x4 + 100x
x5 + 1

= lim
x→∞

1
x + 100

x4

1 + 1
x5

= 0
1 = 0.

������ �� lim
x→∞

2x3 − x + 1
x2 + 10x

(∞∞)
�

�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 ���%� �� x3�

�����

lim
x→∞

2x3 − x + 1
x2 + 10x

= lim
x→∞

2 − 1
x2 + 1

x3

1
x + 10

x2

= 2
0 = ∞.

@��!��!�� ����	
����� ��	������� ! �������� ' ( �� ��/��

���	��
 �	���" �� !�!��5

lim
x→∞

Pn(x)
Qm(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

an
bn
� ��	� n = m,

0 � ��	� n < m,

∞ � ��	� n > m

,an � bn ( ��<

������� ��� xn ������	���! Pn(x) � Qn(x) ��*
��!����!����-�

1��� !�!�� ���!�	��� ! �������+�� �	����� �������


lim
x→∞

Pn(x)
Qm(x) %�� �����*	�%� ����%����!�����

3�������� lim
x→∞

7x2 + x − 1
x4 + 1

= 0� lim
x→∞

(x + 1)(x3 − 2)
x3 − 1

= ∞�

lim
x→∞

(x − 1)(x − 2)(x − 3)
5x3 + 2

=
1
5
.

�������� � ��+���" %�	�� �	�/��� �������!�

���



������ 	� 3����

lim
x→∞

(x + 1)10 + (x + 2)10 + . . . + (x + 100)10

x10 + 1010

(∞∞)
.

�������� ;����	�� !�� �	������� ���	���	� � ���������	�

�� x105

lim
x→∞

(x + 1)10 + (x + 2)10 + . . . + (x + 100)10

x10 + 1010 =

= lim
x→∞

(1 + 1
x)10 + (1 + 2

x)10 + . . . + (1 + 100
x )10

1 + (10
x )10 = 100

1 = 100.

������ 
� 3���� lim
x→+∞

√
x + 3

√
x + 4

√
x√

4x + 1

(∞∞)
�

�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 ��
√

x5

lim
x→+∞

√
x + 3

√
x + 4

√
x√

4x + 1
= lim

x→+∞
1 +

3√x√
x

+
4√x√

x√
4 + 1

x

=

= lim
x→+∞

1 + 1
6√x

+ 1
4√x√

4 + 1
x

= 1√
4

= 1
2 .

?������� ��� ! <��� ������� ���!��+�� ������� ����������

! ���	���	� � ���������	� ��!�� ,� ���� � ��� <�� 1
2-� ��<����

��!�� �����	�� ��!��� ����+���" ��<

�������! ���
√

x�

������ �� 3���� lim
x→∞

x3√
7 + 4x6

(∞∞)
�

��������

'- ����
 x → +∞� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 �� x35

lim
x→+∞

x3√
7 + 4x6

= lim
x→+∞

1√
7+4x6

x3

= lim
x→+∞

1√
7
x6 + 4

= 1
2 .

�- ����
 x → −∞�
lim

x→−∞
x3√

7 + 4x6
= lim

x→−∞
1√

7+4x6

x3

= lim
x→−∞

1
−

√
7
x6 + 4

= −1
2 .

?��� (−) ����� ������ �%9�������� ���� ��� ��� !������� x3 ���

�����
 ������ ������� ��� x < 0 �������� ��������	
��� ����
���%��

������ �� 3���� lim
x→∞

√
x4 + 1 + 3√

x2√
x4 − 1 + x2

(∞∞)
�

���



�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 �� x25

lim
x→∞

√
x4 + 1 + 3√

x2√
x4 − 1 + x2

= lim
x→∞

√
x4+1

x4 + 3
√

x2

x6√
x4−1

x4 + 1
=

= lim
x→∞

√
1 + 1

x4 + 3
√

1
x4√

1 − 1
x4 + 1

=
1
2
.

������ 
� 3���� lim
n→∞

(
√

n2 + 1 + n)2
3
√

n6 + 1

(∞∞)
�

�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 �� n25

lim
n→∞

(
√

n2 + 1 + n)2
3
√

n6 + 1
= lim

n→∞
(
√

n2+1+n
n )2

3
√

n6+1
n6

=

= lim
n→∞

(
√

1 + 1
n2 + 1)2

3
√

1 + 1
n6

=
4
1

= 4.

������ �� 3���� lim
n→∞

1 + 2 + 3 + . . . + n
n2 �

�������� &����	
������ 
����	��

1 + 2 + 3 + . . . + n = 1 + n
2 · n.

�����

lim
n→∞

1 + 2 + 3 + . . . + n
n2 = lim

n→∞
n(1 + n)

2n2 = lim
n→∞

1 + n
2n = 1

2 .

������ ��� 3���� lim
n→∞

(n + 2)! + (n + 1)!
(n + 3)! �

�������� 3�������� ��� n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n� ;����	��
���	���� ���	���	
 �� ���������	
5

lim
n→∞

(n + 2)! + (n + 1)!
(n + 3)! = lim

n→∞

(
(n + 2)!
(n + 3)! + (n + 1)!

(n + 3)!

)
=

= lim
n→∞

(
1

n + 3 + 1
(n + 2)(n + 3)

)
= 0.

������ ��� 3���� lim
n→∞

(n + 2)! + n!
(n + 2)! − n!

(∞∞)
�

�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 �� (n + 2)!5

lim
n→∞

(n + 2)! + n!
(n + 2)! − n! = lim

n→∞
1 + n!

(n+2)!

1 − n!
(n+2)!

= lim
n→∞

1 + 1
(n+1)(n+2)

1 − 1
(n+1)(n+2)

= 1.

���



������ ��� 3���� lim
n→∞

2n + 1
3n − 1

(∞∞)
�

�������� ;����	�� ���	���	
 � ���������	
 �� 3n5

lim
n→∞

2n + 1
3n − 1 = lim

n→∞
(2
3)n + 1

3n

1 − 1
3n

= 0,

��� ��� lim
n→∞

(
2
3

)n

= 0
(
a = 2

3 < 1
)
� lim

n→∞
1
3n = 1∞ = 0�

������ ��� 3���� lim
x→∞

3x + 1
3x − 1 �

��������

'- ����
 x → +∞�
lim

x→+∞
3x + 1
3x − 1

(∞∞)
= lim

x→+∞
1 + 1

3x

1 − 1
3x

= 1.

�- ����
 x → −∞�
lim

x→+∞
3x + 1
3x − 1 = −1� ��� ��� lim

x→−∞ 3x = 0 (a = 3 > 1).

������ �	� 3���� lim
x→+∞

(
4
5

) 2x2

x2+1

��������

lim
x→+∞

(
4
5

) 2x2

x2+1 = lim
x→+∞

(
4
5

) 2

1+ 1
x2 =

(
4
5

) lim
x→+∞

2

1+ 1
x2 =

(
4
5

)2
= 16

25 .

3� ���	����� <���� ��+���� ����	
��!��� �������!����
 ����*

����	
��� 
�������

��!� ��
� ����� ��� ���������	��
�� 
�����

3���� �����	�5 $�!���5

'� lim
x→∞

5x2 + x − 3
1 − 7x2 � −5

7 6

�� lim
x→∞

(x + 1)(x3 + 2x)
x5 − 1

� 06

�� lim
x→∞

x2 + 1
3√

x4 + x
� ∞6

�� lim
x→+∞

√
x + 1√

x +
√

x
� '6

#� lim
x→±∞

x√
x2 + 1

� ±16

���



7� lim
x→±∞

x3√
25x6 + 1 + 7

� ±1
5 6

8� lim
x→∞ 4

x+3
2x−5 � �6

2� lim
x→∞

(x + 1)(2x + 1)(3x + 1) . . . (10x + 1)
x10 + 1

� '0>6

)� lim
n→∞

3
√

8n3 + 1
n +

√
n2 − 7

� '6

'0� lim
n→∞

n!
(n + 1)! − n! � 06

''� lim
n→∞

(n + 3)! + (n + 1)!
(n + 3)! − (n + 1)! � '6

'�� lim
n→∞

(
5n − 1
3n + 2

)n
� ∞6

'�� lim
n→∞

(
2n2 + n + 1
3n2 + 3n

)n

� 06

'�� lim
n→∞

(
16n − 3
n + 1

) n
2n−1

� �6

'#� lim
n→∞

2n + 5n

3n + 4n � ∞�

��"� ����
���	 
	��
	�	�	

���	� ����

(∞ − ∞) � (0 · ∞)

B�/��" �� ��������	�������� (∞−∞) � (0 · ∞) �����"���
�!���� � ��������	�������� 0

0 �
∞∞ � C�	�� ����	
��"� ����!��*

��!�" �� �����% ��������� ��������	������ !���/���� ��	�*

������� !����

������ �� 3���� lim
x→1

(
1

1 − x − 3
1 − x3

)
(∞−∞)�

�������� ���!���� �������
 � �% ��� ���������	"5

lim
x→1

(
1

1−x − 3
1−x3

)
= − lim

x→1

1+x+x2−3
x3 − 1

= − lim
x→1

x2 + x − 2
x3 − 1

=

= − lim
x→1

(x + 2)(x − 1)
(x − 1)(1 + x + x2)

= − lim
x→1

x + 2
1 + x + x2 = −1.

������ �� 3���� lim
x→0

(
1

sinx − 1
tg x

)
(∞−∞)�

���



��������

lim
x→0

(
1

sin x − 1
tg x

)
= lim

x→0

(
1

sinx − cos x
sin x

)
=

= lim
x→0

1 − cos x
sinx = lim

x→0

2 sin2 x
2

sinx .

$���	��
 !����	
��!��
�� ���!�� ��������	
��� �����	��

lim
x→0

2 sin2 x
2

sinx = 2 lim
x→0

sin x
2

x
2

· sin x
2

x
2

· x2

4

sin x
x · x = lim

x→0

x
2 = 0.

������ �� 3���� lim
x→∞ (

√
x2 + 1 −

√
x2 − 1)(∞−∞)�

�������� D���/�� � �����	�� �������� !���/���� �� ���*

�� (
√

x2 + 1 +
√

x2 − 1)� �����

lim
x→∞ (

√
x2 + 1 −

√
x2 − 1) = lim

x→∞
(x2 + 1) − (x2 − 1)√

x2 + 1 +
√

x2 − 1
=

= lim
x→∞

2√
x2 + 1 +

√
x2 − 1

=
2
∞ = 0.

������ 	� 3���� lim
x→+∞ (

√
x +

√
x +

√
x −√

x)(∞−∞)�

�������� lim
x→+∞ (

√
x +

√
x +

√
x −√

x) =

= lim
x→+∞

(√
x +

√
x +

√
x −√

x

) (√
x +

√
x +

√
x +

√
x

)
√

x +
√

x +
√

x +
√

x

=

= lim
x→+∞

√
x +

√
x√

x +
√

x +
√

x +
√

x

= lim
x→+∞

√
1 + 1√

x√
1 +

√
1
x + 1

x
√

x
+ 1

=
1
2
.

������ 
� 3���� lim
x→±∞x(

√
x2 + 1 − x)�

��������

'- lim
x→+∞x(

√
x2 + 1 − x) =

= lim
x→+∞

x(
√

x2 + 1 − x)(
√

x2 + 1 + x)√
x2 + 1 + x

=

���



= lim
x→+∞

x√
x2 + 1 + x

(∞∞)
= lim

x→+∞
1√

1 + 1
x2 + 1

=
1
2
;

�- lim
x→−∞x(

√
x2 + 1 − x) = −∞ · (+∞) = −∞�

������ �� 3���� lim
x→∞x · sin π

x �

��������

lim
x→∞x · sin π

x (∞ · 0) = π · lim
x→∞

sin π
x

π
x

(
0
0

)
= π.

.���	
��!�� ���!�� ��������	
��� �����	5

lim
x→∞

sin π
x

π
x

= 1 (α(x) = π
x → 0 ��� x → ∞).

������ �� 3���� lim
x→1

(1 − x) tg πx
2 �

�������� lim
x→1

(1 − x) tg πx
2 = lim

x→1

1 − x
ctg πx

2

(
0
0

)
�

&!���� ���������" t = 1 − x� ��� x → 1 ���������� t → 0�

����� lim
x→1

1 − x
ctg πx

2
= lim

t→0

t
ctg π(1−t)

2

= lim
t→0

t
tg π

2 t
= lim

t→0

t
tg π

2
t

π
2
t · π

2 t
= π

2 �

��� ��� lim
t→0

tg π
2 t

π
2 t

= 1 ,�	����!�� ���!��� ��������	
���� �����	�-�

������ 
� 3���� lim
x→0+0

(lg sinx − lg tg 10x)�

�������� &����	
������ ���� ��� lg sinx − lg tg 10x =
= lg sinx

tg 10x � �����

lim
x→0+0

(lg sinx − lg tg 10x) = lg
(

lim
x→0

sinx
tg 10x

)
= lg 1

10 = −1.

.���	
��!��� �������!����
 	�����
�������� 
������ �

���!�� ��������	
��� �����	�

��#� ��
� ����� ��� ���������	��
�� 
�����

3���� �����	�5 $�!���5

'� lim
x→1

(
1

x2 − x
− 1

x − 1

)
� −16

�� lim
x→2

(
1

(x − 2)2
− 1

x2 − 3x + 2

)
� ∞6

�� lim
x→+∞ (

√
x + 5 −√

x)� 06

���



�� lim
x→+∞x(

√
x + 5 −√

x)� ∞6
#� lim

x→+∞x(
√

x2 + 5 − x)� 5
2 6

7� lim
x→−∞x(

√
x2 + 5 − x)� −∞6

8� lim
x→+∞x3/2(

√
x3 + 1 −√

x3 − 1)� '6

2� lim
x→0

x ctg x� '6

)� lim
x→ 1

2

(1 − 2x) tg πx� 2
π 6

'0� lim
n→∞ 2n · sin π

2n � π6

''� lim
x→0+0

(lg sin 10x − lg x)� '�

��$� ����
���	 
	��
	�	�	

���	� ���� (1∞)

3�������	������� !��� (1∞) ������!�"��� � ���� 
" !��*
���� ��������	
���� �����	�� ������� ��/�� ������!��
 �!���

�����%���5

lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e (1) �	� lim

x→0
(1 + x)

1
x = e. (2)

3�������� ��� !����� ��������	
��� �����	 ��	���� ��

����!���� ��!����!�

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e, e � 2.718281828459045 . . . ,

��	�������� ! ������ ���	���!���	
�������

$��%������
 �����	�! ,'- � ,�- ������� ! ���� ��� ! ����!�*

��� ������� � ! ,'-� � ! ,�- � ���	� ' ���%�!	����� %��������� ��*

	�� !�	������ � ! ��������	� ������� ����� %��������� %�	
+���

! �������� �%������ ���� ������� ���%�!	����� � '� & ����	
��*

�� ����� ����� ��������	����� !���/���� (1∞)� 1�� ��%	"�����
���!�	��� �������
 ,'- � ,�- ! !���

lim
x→x0

(1 + α(x))
1

α(x) = e, ��� α(x) → 0 ��� x → x0. (3)

?����
 ,�- ���!�	��� 
����	
�� ���������� ������ ����	
*

��!��
 !����� ��������	
��� �����	 ��� ��������� ��������	��*

������ !��� (1∞)�
�������� � !����	���" �����	�!�

���



������ �� lim
x→0

(1 + 5x)
2
x = lim

x→0

[
(1 + 5x)

1
5x

]5x· 2
x = e10� ���

��� lim
x→0

(1 + 5x)
1
5x = e�

������ �� lim
x→∞

(
1 − 3

x

)2x
= lim

x→∞

[(
1 − 3

x

)−x
3

]− 3
x
·2x

= e−6�

��� ��� lim
x→0

(
1 − 3

x

)−x
3 = e�

.���	
��!����� ��� ��+���� �������! ����� ����
 �����5

��������	
 ������� ����/�"� � ��	�� �� ���� � �� /� !���/�����

����" �� ! ������� ��	
 α(x)� & ���!�� ������� α(x) = 5x� !�

!����� α(x) = −3
x

������ ��

lim
x→0

(1 − sin 2x)
1
x (1∞) = lim

x→0

[
(1 − sin 2x)−

1
sin 2x

]− sin 2x
x =

= lim
x→0

[
(1 − sin 2x)−

1
sin 2x

]− lim
x→0

sin 2x
x = e−2.

.���	
��!��� �������!����
 ��������*��������	
���


������ � !����� � ���!�� ��������	
��� �����	��

��� !����	���� lim
x→x0

(f(x))g(x)� ��� lim
x→x0

f(x) = 1� �

lim
x→x0

g(x) = ∞� ����	
��"� �	���" �� �����5

lim
x→x0

(f(x))g(x) = lim
x→x0

[
(1 + f(x) − 1)

1
f(x)−1

]g(x)(f(x)−1)
=

= e
lim

x→x0
g(x)(f(x)−1)

.
������ 	� lim

x→0
(cos x)

1
x2 (1∞) =

= lim
x→0

[
(1 + cos x − 1)

1
cos x−1

] cos x−1
x2

= e
lim
x→0

cos x−1

x2 = e−
1
2 � ��� ���

lim
x→0

cos x − 1
x2 = lim

x→0

−2 sin2 x
x2 = −2 lim

x→0

sin x
2

x
2

· sin x
2

x
2

· 1
4 = −1

2 �

������ 
� lim
x→∞

(
x + 1
x − 2

)2x (∞∞)∞
�

3����� lim
x→∞

x + 1
x − 2

(∞∞)
= lim

x→∞
1 + 1

x

1 − 2
x

= 1�

1�� ��������� ��� ����� ����� ��������	������
 (1∞)� � ��
����� ���!� ����	
��!��
 !����� ��������	
��� �����	5

��	



lim
x→∞

(
x + 1
x − 2

)2x
= lim

x→∞

(
1 + x + 1

x − 2 − 1
)2x

=

= lim
x→∞

[(
1 + 3

x − 2

)x−2
3

] 3·2x
x−2

= e
lim

x→∞
6x

x−2

(∞∞
)

= e6.

������ �� lim
x→∞

(
x2 + 3
x2 + 2

)2x2−x
= lim

x→∞

(
1 + x2 + 3

x2 + 2
− 1

)2x2−x
=

= lim
x→∞

[(
1 + 1

x2 + 2

)x2+2
] 2x2−x

x2+2

= e
lim

x→∞
2x2−x
x2+2

(∞∞
)

= e2�

������ �� lim
x→∞

(
x + 2
3x − 1

)2x
�

& <��� �������� ! ��	���� �� !��� ������� ���

lim
x→∞

x + 2
3x − 1 = 1

3 �= 1� 1�� ��������� ��� !����� ��������	
���
�����	 ��������
 ��	
��� ��� %�	�� ��� �������� !���/���� ��*

����� ��������	������� ��� x → ∞ �� �������!	���5

lim
x→∞

(
x + 2
3x − 1

)2x
=

(
1
3

)∞
=

{
0 , ��	� x → +∞,

+∞ , ��	� x → −∞.
������� 2 ( '� ��+��� � ���� 
" �	����!�� !������ ����*

����	
���� �����	�5

'- lim
x→0

loga(1 + x)
x

(
0
0

)
= 1

ln a
6 �- lim

x→0

ln(1 + x)
x

(
0
0

)
= 16

�- lim
x→0

ax − 1
x

(
0
0

)
= ln a6 �- lim

x→0

ex − 1
x

(
0
0

)
= 1�

?������� ��� �	����!�� � �!	����� ������� �	����� �	��*

��!�� '� � �	����!�� � ( ������� �	����� �	����!�� ��

&�� �	����!�� 	���� ������!�"���� C���/��� ��������� �	��*

��!�� '5

lim
x→0

loga(1 + x)
x = lim

x→0
loga(1 + x)

1
x = loga lim

x→0
(1 + x)

1
x =

1
ln a

.

.���	
��!��� �������!����
 	�����
�������� 
������ � !��*

��� ��������	
��� �����	�

@	����!�� ' ( � ���!�	�"� ������!��
 ��������	����� !�*

��/���� !��� 0
0 � �����/� �� 	�����
�������" � ��������	
��"


�������

���



������ 
� lim
x→0

ln(a + x) − ln a
x

(
0
0

)
= lim

x→0

ln a+x
a

x =

= lim
x→0

ln(1 + x
a )

x
a

1
a = 1

a � .���	
��!�	� �	����!�� ��

������ �� lim
x→0

asin x − 1
x

(
0
0

)
= lim

x→0

asin x − 1
sinx

sinx
x =

= lim
x→0

asin x − 1
sinx lim

x→0

sinx
x = ln a� ��� ��� lim

x→0

asin x − 1
sinx = ln a ,�	��*

��!�� �-� � lim
x→0

sinx
x = 1�

������ ��� lim
x→0

ex2 − cos x
x2

(
0
0

)
= lim

x→0

ex2 − 1 + 1 − cos x
x2 =

= lim
x→0

ex2 − 1
x2 + lim

x→0

2 sin2 x
2

x2 = 1 + 1
2 = 3

2 �

.���	
��!�	� �	����!�� � � ���!�� ��������	
��� �����	�

������ ��� lim
x→1

ex − e
x − 1

(
0
0

)
= lim

x→1

e · (ex−1 − 1)
x − 1 = e� ?���


lim
x→1

ex−1 − 1
x − 1 = 1 �� �	����!�" �� ��	
 %��������� ��	��� ����*

����� ������ �������
 (x−1) ��� x → 1� E�/�� %�	� %� ���	��

������ x − 1 = t� �����

lim
x→1

ex−1 − 1
x − 1 = lim

t→0

et − 1
t = 1.

������ ��� lim
x→π

2

log3 sinx
cos2 x

(
0
0

)
= lim

x→π
2

log3(1 + sin x − 1)
cos2 x

=

= lim
x→π

2

log3(1 + sinx − 1)
sinx − 1

sinx − 1
cos2 x

= − 1
2 ln 3 � ��� ���

lim
x→π

2

log3(1 + sinx − 1)
sinx − 1 = 1

ln 3
,����	
��!��� �	����!�� '� ��	
 %��������� ��	��� ��������� ��*

���� �������
 (sin x − 1) ��� x → π
2 -� �

lim
x→π

2

sin x − 1
cos2 x

= lim
x→π

2

sin x − 1
1 − sin2 x

= − lim
x→π

2

1
1 + sinx = −1

2 .

������ ��� 3���� lim
x→0

sh x
x � lim

x→0

th x
x �

�������� 3�������� ���

sh x = ex − e−x

2 ( �����%�	������� ������

ch x = ex + e−x

2 ( �����%�	������� ��������

���



th x = sh x
ch x

( �����%�	������� ��������

'- lim
x→0

sh x
x

(
0
0

)
= lim

x→0

ex − e−x

2x = lim
x→0

e−x(e2x − 1)
2x =

= lim
x→0

e−x lim
x→0

e2x − 1
2x = 1;

�- lim
x→0

th x
x

(
0
0

)
= lim

x→0

sh x
x · ch x

= lim
x→0

sh x
x · lim

x→0

1
ch x

= 1�
& ����	
���� �� ��%	"���� � � ���� ��������	
��� ��!��*

����� �!����! ������������������ � �����%�	������� 
������5

lim
x→0

sinx
x = 1 � lim

x→0

sh x
x = 1�

lim
x→0

tg x
x = 1 � lim

x→0

thx
x = 1�

���%� ��
� ����� ��� ���������	��
�� 
�����

3���� �����	�5 $�!���5

'� lim
x→1

(
x + 2
x + 5

)2x
� 1

4 6

�� lim
x→0

(
x + 2
x + 5

)2x
� '6

�� lim
x→∞

(
x + 2
x + 5

)2x
� e−66

�� lim
x→∞

(
x2 + 1
x2 − 1

)x2

� e26

#� lim
x→∞

(
x2 − 1
x2 + 2x

)3x2

�

{
0 ��� x → +∞,

+∞ ��� x → −∞;

7� lim
x→∞

(
2x − 1
x + 3

)x
�

{
+∞ ��� x → +∞,

0 ��� x → −∞;

8� lim
x→0

(1 + tg2 √x)
1
x � e6

2� lim
x→0

( 1 + tg x
1 + sinx

) 1
sin x
� '6

)� lim
x→0

(cos x)
1

sin x � '6

'0� lim
x→0

a2x − 1
5x � 2

5 ln a6

���



''� lim
x→0

eax − ebx

x � a − b6

'�� lim
x→0

ex − e−x

sin x � �6

'�� lim
x→0

log3(1 + x)
sinx � 1

ln 3 6

'�� lim
x→∞x · (ln(a + x) − lnx)� a6

'#� lim
x→e

lnx − 1
x − e � e−16

'7� lim
x→0

ln cos x
x2 � −1

2 6

'8� lim
x→0

ex2 − cos x
x2 � 3

2 �

+,������� & ���	���	� �	����� �����
 � ���%�!��
 '�

�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

���� ?������ ' ( �0 ������������� �	� ������� ��+�����

3���!��� ��!����

'� lim
x→1

x − 1
x2 − 1

6 �� lim
x→∞

x − 1
x2 − 1

6

�� lim
x→∞

x
3x + 1 6 �� lim

x→∞
x2

x + 10 6

#� lim
x→∞

(
x + 1
2x − 1

)1
x
6 7� lim

x→∞

(
3x

x + 1

)x2

6

8� lim
n→∞

7
n! 6 2� lim

n→∞
n! + 1

(n + 1)! 6

)� lim
x→0

sin 3x
x 6 '0� lim

x→π

sin 3x
x 6

''� lim
x→0

sin 6x
sinx 6 '�� lim

x→0

tg 2x
sin 3x 6

'�� lim
x→∞

1
x cos x6 '�� lim

x→∞
sinx
ex2 6

'#� lim
x→∞

πx
2x + 1 6 '7� lim

x→∞ sin πx
2x + 1 6

'8� lim
x→∞

10x
x + 5 6 '2� lim

x→∞ lg 10x
x + 5 6

���



')� lim
x→+∞

√
x + 1

2
√

x − 1
6 �0� lim

x→+∞

√
x

3
√

x − 4
√

x
�

$�!���5 1
2 � 0�

1
3 � ∞� '� ∞� 0� 0� �� 0� 7� 2

3 � 0� 0�
π
2 � '� '0� '�

1
2 �∞�

������������ ���	������������ �������������� �����	��

3���� �����	�5 $�!���5

'� lim
x→1

x3 − 8
x2 + x − 6

� 7
4 6

�� lim
x→2

x3 − 8
x2 + x − 6

� 12
5 6

�� lim
x→−3

x3 − 8
x2 + x − 6

� ∞6

�� lim
x→∞

x3 − 8
x2 + x − 6

� ∞6

#� lim
x→∞

x3 + x − 2
x3 − x2 − x + 1

� '6

7� lim
x→1

x3 + x − 2
x3 − x2 − x + 1

� ∞6

8� lim
x→2

(x2 − x − 2)20

(x3 − 4x2 + 4x)10 �
320

210 6

2� lim
x→∞

(x2 − x − 2)20

(x3 − 4x2 + 4x)10 � ∞6

)� lim
x→∞

(
x3

2x2 − 1
− x2

2x + 1

)
� 1

4 6

'0� lim
x→5

√
x − 1 − 2
x2 − 5x

� 1
20 6

''� lim
x→2

3√x − 1 − 1
x − 8 � 1

36 6

'�� lim
x→−8

√
1 − x − 3
2 + 3

√
x
� −26

'�� lim
x→±∞

x

x +
√

x2 + 1
� 1

2 6 −∞6

'�� lim
x→+∞

√
x +

√
x +

√
x√

x + 1
� '6

'#� lim
n→∞n(

√
n2 + 1 − n)� 1

2 6

���



'7� lim
x→∞x2(

√
x4 + 1 −√

x4 − 1)� '6

'8� lim
n→∞

n! + 1010

(n + 1)! � 06

'2� lim
n→∞ sinn πn

3n + 1 � 06

')� lim
x→∞

sin 2x
x � 06

�0� lim
x→∞ (x − sin 2x)� ∞6

�'� lim
x→0

sin 7x
sin 4x �

7
4 6

��� lim
x→π

sin 7x
sin 4x � −7

4 6

��� lim
x→a

sinx − sin a
x − a � cos a6

��� lim
x→+∞ (sin

√
x + 1 − sin

√
x)� 06

�#� lim
x→0

√
1 + tg x −√

1 + sinx

x3 � 1
4 6

�7� lim
x→π

3

x − π
3

1 − 2 cos x �
1√
3
6

�8� lim
x→π

4

tg 2x · tg
(

π
4 − x

)
� 1

2 6

�2� lim
x→π

2

(1 − sinx) · tg x� 06

�)� lim
x→π

2

(sinx)tg x� '6

�0� lim
x→1

(1 + sinπx)ctg πx� e−16

�'� lim
x→0

x
√

1 − 2x� e−26

��� lim
x→∞

(
x + 2
2x − 1

)x2

� 06

��� lim
n→∞

(
n + x
n − 1

)n
� ex+16

��� lim
x→0

ln(1 + x)
sin 3x � 1

3 6

�#� lim
x→−∞

ln(1 + ex)
x � 06

�7� lim
x→∞

(
lg x2 + 100

100x2 + 1

)
� −26

���



�8� lim
x→0

esin 2x − 1
x � �6

�2� lim
x→0

esin 2x − esin x

x � '6

�)� lim
x→±∞

1 + cos x
ex � 0� �� �� ���!���6

�0� lim
x→0

5x − 4x

x2 + x
� ln 5

4 6

�'� lim
x→0

31/x

51/x + 2
� 06

��� lim
x→0

31/x + 4
51/x + 2

� �� �� ���!���6

��� lim
n→∞

1 + 7 + 13 + . . . + (6n − 5)
n2 + 1

� �6

��� lim
n→∞

3 + 12 + 48 + . . . + 3 · 4n−1)
5(4n − 2) � 1

5 6

�#� lim
x→∞ (2x + 1) ln x + 1

x � ��

���
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������

���� &���	 �����'�� ������
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	�������	


���
���� 
	��
	�	�	

�� ��
��	
��

����
(
0
0

)
(

��� ��������� ��������	�������� !���
(

0
0

)
�����	 ��/��

������
�� ��!�� ���	�� ��	������ �� 0� ��	"� %������������ �	�

!��% � ��/�� �� �� ���!�!��
� 3��������

lim
x→1

1 − x
1 − x2 = 1

2 6 lim
x→0

sin2 x
x = 06

lim
x→0

x
1 − cos x = ∞6 lim

x→0

x sin 1
x

x �� �� ���!����

$%9�������� <��� ��� ������� ��!����
� �������� ��	����

%��������� ��	�� !�	����� ���� �� ! ���	���	� � ���������	��

���� &�� �
��
��� ��
���� ������� ���� �	���)


	�
� ����� �	����
(

1�� ��� ���!	����� � ���� 
" �����	� ����+���� %����*

����� ��	��� ����
 lim
x→x0

α(x) = 0 � lim
x→x0

β(x) = 0 � ��� <���

lim
x→x0

α(x)
β(x) = k�

�	�



'� 4�	� k �= 0 � k �= ∞� �� !�	����� α(x) � β(x) ����!�"�
%��������� ��	��� ������ ������� ��	���� ��� x → x0� & ����*

��� �	����� ����� k = 1� α(x) � β(x) ����!�"� <�!�!�	�������
��� x → x0 � ��+�� α(x) ∼ β(x) ��� x → x0�

�� 4�	� k = 0� �� α(x) ����!�"� %��������� ��	�� %�	�� !�*
������ ������� ��	����� ��� β(x) ,α(x) ��������� � ��	" F%���*
���G� ��� β(x) ��� x → x0-� C	� <���� �	���� ������� �%���������

α(x) = o(β(x)) ��� x → x0�

�� 4�	� k = ∞� �� β(x) ����!�"� %��������� ��	�� %�	��
!������� ������� ��	����� ��� α(x)� � ��+�� β(x) = o(α(x)) ���
x → x0�

4�	� lim
x→x0

α(x)
β(x) �� �� ���!���� �� α(x) � β(x) ����!�"� �����!*

������ %��������� ��	��� ��� x → x0�

& ���!������� !�+� ��������

lim
x→1

1 − x
1 − x2 = 1

2 ⇒ α(x) = 1 − x � β(x) = 1 − x2 ( %���������

��	�� ������ ������� ��	���� ��� x → 16

lim
x→0

sin2 x
x = 0 ⇒ sin2 x = o(x) ��� x → 06

lim
x→0

x
1 − cos x = lim

x→0

x
2 sin2 x

2

= lim
x→0

x
2

2 sin x
2 sin x

2
= ∞ ⇒

⇒ (1 − cos x) = o(x) ��� x → 06

lim
x→0

x sin 1
x

x �� �� ���!��� ⇒ α(x) = x sin 1
x � β(x) = x (

�����!����� ��� x → 0 %��������� ��	���

���� *	
	�	
� ��
��
�� +������	
�
�� �	���
	�)


� ����� �	����
 �
	�� �
���	�,�� +�	)

�	
��

�� -�
�'��

1��� �������
 �	����� �� ���!��� ��������	
���� �����	� �

��� �	����!�� � �	����!�� !������ ��������	
���� �����	��

3�������� ���

lim
x→0

sinx
x = 1� lim

x→0

tg x
x = 1� lim

x→0

arcsinx
x = 1�

lim
x→0

arctg x
x = 1� lim

x→0

ex − 1
x = 1� lim

x→0

ln(1 + x)
x = 1�

�	�



1�� ��������� ��� ��� x → 0
sinx ∼ x� tg x ∼ x� arcsinx ∼ x�
arctg x ∼ x� ex − 1 ∼ x� ln(1 + x) ∼ x�

4�	� lim
x→x0

α(x) = 0� ����� ��� x → x0

sinα(x) ∼ α(x)� tg α(x) ∼ α(x)� arcsinα(x) ∼ α(x)�
arctg α(x) ∼ α(x)� eα(x) − 1 ∼ α(x)� ln(1 + α(x)) ∼ α(x)�

3��������

sin(π − x) ∼ (π − x) ��� x → π�
arctg(x − 2) ∼ (x − 2) ��� x → 2�
ln(1 + sinx) ∼ sin x ∼ x ��� x → 0�
etg(

π
4−x) − 1 ∼ tg

(
π
4 − x

)
∼

(
π
4 − x

)
��� x → π

4 �

���� . �	� ����/��	��� 
	��������	 � �����)

���
�	 ������	 +������	
�
���� ���� �	�)

��
	�
� ����� �	����
(

.���� ����� �	���" ��

-������ �� ��� ���� ����� α(x) 	 β(x) ���	 
��	�
�����

���	 ���������� �
���	 ��	 x → x0� �������	�� 	 ����
������

����� 	� �
������ (α(x) − β(x)) ���
 ��	 x → x0 ����������

�
��� ����� �������� ������
 �
����	� ��� �
��
� 	� �����	�

α(x) 	 β(x)�
3� ����!���� ���!������� ������� � �� '�� %���� ����
� ���

��� x → 0
sinx = x + o(x)� tg x = x + o(x)� arcsinx = x + o(x)�
arctg x = x + o(x)� ex − 1 = x + o(x)� ln(1 + x) = x + o(x)�

��� o(x) ( %��������� ��	�� %�	�� !������� ������� ��	���� ���
x → 0� ��� x�

�� � &���� ��� ��		� �
���	�,�� �	���
	�
�

����� �
� x → 00 �
� x → x00 �
� x → ∞(

$��!����� Cxp (p > 0) ( �������+�� %��������� ��	�� ���
x → 0� C(x − x0)p (p > 0) ( �������+�� %��������� ��	�� ���
x → x0�

C
xp (p > 0) ( �������+�� %��������� ��	�� ��� x → ∞�

�		



��!� 1�� �
�
��� 
������� 2���
�� �����/ �

��
����� �	���
	�
� ����� �	����
�(

4�	� α(x) ∼ C(x − x0)p ��� x → x0� ����� !�	�����

C(x − x0)p ����!�"� �	�!��� ����
" %��������� ��	�� α(x)� �
���	� p ( �������� α(x) ��������	
�� (x − x0)�

4�	� α(x) ( %��������� ��	�� ��� x → ∞ � ��� <���

α(x) ∼ C
xp � ��

C
xp ����!�"� �	�!��� ����
" α(x) ��� x → ∞�

������ �� ��� x → 0 α(x) = 1 − cos x = 2 sin2 x
2 ∼ x2

2 ⇒
⇒ x2

2 ( �	�!��� ����
 %��������� ��	�� α(x) = 1− cos x� �������
������� ��!�� ��

������ �� ��� x → ∞ α(x) = sin3 π
x ∼ π3

x3 ⇒ �	�!��� ��*

��
" %��������� ��	�� α(x) = sin3 π
x �!	����� %��������� ��	��

π3

x3 � ������� α(x) ��������	
�� 1
x ��!�� ��

��"� &�� �
��
���/��� �	���
	�
� ����,�	 �	)

����
�( &�� ��2����� 2���
�� ����� �	�)

��
	�
� ����,�� �	����
� �
� x → x0( &��

�
� ��2����� �
� x → ∞(

����
 lim
x→x0

U(x) = ∞ � lim
x→x0

V (x) = ∞ � ��� <���

∃ lim
x→x0

U(x)
V (x) = k.

'� ��� k �= 0� k �= ∞ U(x) � V (x) ����!�"��� %���������
%�	
+��� ������ ������� ����� ��� x → x0� & ������� �	����

��� k = 1 U(x) ∼ V (x) ��� x → x0�

�� ��� k = 0 
������ V (x) ����!����� %��������� %�	
+��
%�	�� !������� ������� ������ ��� U(x) ��� x → x0 ,V (x) ����*
����� � ∞ F%������G� ��� U(x)-�

�� ��� k = ∞ 
������ U(x) ����!����� %��������� %�	
*
+�� %�	�� !������� ������� ������ ��� V (x) ��� x → x0 ,U(x)
��������� � ∞ F%������G� ��� V (x)-�

�	�



4�	� lim
x→x0

U(x)
V (x) �� �� ���!���� �� U(x) � V (x) ����!�"�

�����!������ %��������� %�	
+��� ��� x → x0�

H	�!��� ����
 %��������� %�	
+�� ��� x → x0 !�	�����

����� !�� C
(x − x0)p (p > 0)� 4�	� /� U(x) ( %��������� %�	
+��

��� x → ∞� �� �� �	�!��� ����
 ����� !�� C · xp (p > 0)� 3����*
���� �	�!��� ����
" U(x) = 2x3 +10x2 +100x �!	����� �	�������

2x3� ��� ��� lim
x→∞

2x3 + 10x2 + 100x
2x3 = 1� .��������� ��� <�� /�


������ �!	����� %��������� ��	�� ��� x → 0� & <��� �	����
�	�!��� ����
" �!	����� �	������� 100x� ��� ���

lim
x→0

2x3 + 10x2 + 100x
100x = 1.

����� �%������ ������� %��������� %�	
+�� ��� x → ∞
!�	����� 2x3 + 10x2 + 100x ��!�� �� � ������� %��������� ��	��
��� x → 0 !�	����� 2x3 + 10x2 + 100x ��!�� '�

��#� �	��������	 � ��������
�	 ������	 +���)

���	
�
���� ���� �	���
	�
� ����,�� �	)

����
(

-������ �� C	� ���� ���%� U(x) � V (x) %�	� <�!�!�	���*
���� %��������� %�	
+��� ��� x → x0� ���%������ � �����������

���%� �� �������
 (U(x)−V (x)) %�	� ��� x → x0 	�%� %�������*

�� %�	
+�� %�	�� ������� �������� ��� ��/��� �� 
������ U(x)
� V (x)� 	�%� !�	������ �������������

��$� 1�� ��	� �
�
�	 2���
�� ����� �	���
	�
�

����� 3�	���
	�
� ����,��4 �	����
�(

3� ����!���� ������ ' � � %���� ����
 ����� ���%	�/�����


����	�5

α(x) ≈ C(x − x0)p6 U(x) ≈ C
(x − x0)p ��� x → x0�

α(x) ≈ C
xp 6 U(x) ≈ Cxp ��� x → ∞�

E����� ������ ���������� � �� ���	�/���� ��+�"��� ����� ��*

���� %��������� ��	�� ,%��������� %�	
+��- !�	����� �� ��

�	�!��" ����
� 1��� ������� +����� ��	
��"��� � ��� !����	�*

�	�



��� �����	�!� ��� ��������� ��������	�������� !���
(

0
0

)
�
(∞∞)

�

(0 · ∞) %��������� ��	�� � %��������� %�	
+�� ��/�� �������

�� <�!�!�	������ �� !�	������

�� ������� �	
	�

& �������� ��' ( ��� ���%����� ���!���
 ������� ��	����

�������� ��� %��������� ��	�� !�	�����

���� α(x) = 1 −√
x� β(x) = 1 − 3

√
x� x → 1�

�������� 3�����

lim
x→1

1 −√
x

1 − 3
√

x
= lim

x→1

(1 −√
x)(1 +

√
x)(1 + 3

√
x + 3√

x2)
(1 − 3

√
x)(1 + 3

√
x + 3√

x2)(1 +
√

x)
=

= lim
x→1

(1 − x)(1 + 3
√

x + 3√
x2)

(1 − x)(1 +
√

x)
= lim

x→1

1 + 3
√

x + 3√
x2

1 +
√

x
= 3

2 ⇒
⇒ α(x) � β(x) %��������� ��	�� ������ ������� ��	�����

���� α(x) = 1 −√
cos x� β(x) =

√
1 − cos x� x → 0�

�������� 3�����

lim
x→0

1 −√
cos x√

1 − cos x
= lim

x→0

1 − cos x√
1 − cos x(1 +

√
cos x)

=

= lim
x→0

√
1 − cos x

1 +
√

cos x
= 0 ⇒ 1 −√

cos x = o(
√

1 − cos x)

��� x → 0�
���� α(x) =

√
x + 1 −√

x − 1� β(x) = 1√
x
� x → +∞�

�������� 3����� lim
x→+∞

√
x + 1 −√

x − 1
1√
x

=

= lim
x→+∞

√
x(
√

x + 1 −√
x − 1)(

√
x + 1 +

√
x − 1)√

x + 1 +
√

x − 1
=

= lim
x→+∞

2
√

x√
x + 1 +

√
x − 1

= lim
x→+∞

2√
1 + 1

x +
√

1 − 1
x

= 1 ⇒

⇒ √
x + 1 −√

x − 1 ∼ 1√
x
��� x → +∞�

& �������� ��� ( ��7 �	����� �%����
��� ��� �	� ��������


������ ∆y � ∆x �!	�"��� %��������� ��	��� ������ �������
��	���� ��� ∆x → 0�

�	�



��	� y = x3 + 2x� x0 = 1�

�������� ∆y = f(1 + ∆x)− f(1) = (1 + ∆x)3 + 2(1 + ∆x)−
− 3 = 1 + 3∆x + 3∆x2 + ∆x3 + 2 + 2∆x − 3 = ∆x3 + 3∆x2 + 5∆x�

lim
∆x→0

∆y
∆x = lim

∆x→0

∆x3+3∆x2+5∆x
∆x = lim

∆x→0
(∆x2+3∆x+5) = 5 ⇒

⇒ ∆y � ∆x ������ ������� ��	�����
��
� y =

√
x� x0 = 4�

�������� lim
∆x→0

∆y
∆x = lim

∆x→0

√
4 + ∆x − 2

∆x =

= lim
∆x→0

4 + ∆x − 4
∆x(

√
4 + ∆x + 2)

= lim
∆x→0

1√
4 + ∆x + 2

= 1
4 ⇒

⇒ ∆y � ∆x ������ ������� ��	�����
���� y = 2x� ∀x ∈ (−∞, +∞)�

�������� lim
∆x→0

∆y
∆x = lim

∆x→0

2x+∆x − 2x

∆x =

= lim
∆x→0

2x(2∆x − 1)
∆x = 2x · ln 2.

�����	 �����	�� ��!�� ��	����� �� ��	� ���������� �	���*

!���	
��� ∆y � ∆x ������ ������� ��	���� ∀x ∈ (−∞, +∞)�
& �������� ��8 ( ��'� ���%����� !���	��
 �	�!��" ����
 !���

C(x − x0)p � ������	��
 ������� ��	���� ��������	
�� (x − x0)
�������� %��������� ��	���

���� α(x) = x5 − 3x3 + 7x2� x → 0�

�������� H	�!��� ����
 α(x) ����� !�� Cxp� ?������� C �
p ������ �� ��	�!��

lim
x→0

x5 − 3x3 + 7x2

Cxp = 1.

$��!����� C = 7� p = 2�
����� �%������ x5 − 3x3 + 7x2 ∼ 7x2 ��� x → 0�
��
� α(x) =

√
1 + x −√

1 − x� x → 0�

�������� H	�!��� ����
 α(x) ���/� ����� !�� Cxp� ?����*

��� C � p ������ �� ��	�!��

lim
x→0

√
1 + x −√

1 − x
Cxp = 1

�	� �� ��	�!��� ���

lim
x→0

2x
Cxp(

√
1 + x +

√
1 − x)

= 1.

�	�



��� ��� lim
x→0

(
√

1 + x +
√

1 − x) = 2� ��� ���!����� C = 1 � p = 1�

����� �%������
√

1 + x −√
1 − x ∼ x ��� x → 0�

���� α(x) = tg x − sinx� x → 0�

�������� α(x) = tg x − sin x = sinx
cos x − sin x =

= sin x(1 − cos x)
cos x =

sinx · 2 sin2 x
2

cos x ∼ x · 2 · x2

4 = x3

2 � .���	
��!���
��� ��� lim

x→0
cos x = 1� sinx ∼ x� sin x

2 ∼ x
2 � x → 0�

����� �%������ tg x − sinx ∼ x3

2 ,C = 1
2 � p = 3-�

����� α(x) = x3 − 2x2 − 4x + 8� x → 2�

�������� H	�!��� ����
 α(x) ����� !�� C(x−2)p� ?�������

C � p ������ �� ��	�!��

lim
x→2

x3 − 2x2 − 4x + 8
C(x − 2)p = 1.

;��	���� ���	���	
 �� ���/���	�� %���� ����


lim
x→2

(x − 2)2(x + 2)
C(x − 2)p = 1 ⇒ C = 4� p = 2.

.���� x3 − 2x2 − 4x + 8 ∼ 4(x − 2)2 ��� x → 2�
����� α(x) = 3

√
1 −√

x� x → 1�

�������� H	�!��� ����
 α(x) ����� !�� C(x − 1)p� 3�����

C � p �� ��	�!��

lim
x→1

3
√

1 −√
x

C(x − 1)p = 1 ⇔ lim
x→1

(1 −√
x)

1
3

C(
√

x − 1)p(
√

x + 1)p = 1 ⇒

⇒ C = − 1
3√2
� p = 1

3 .

.���� 3
√

1 −√
x ∼ − 1

3√2
(x − 1)

1
3 �	� 3

√
1 −√

x ∼ 1
3√2

(1 − x)
1
3 �

����� α(x) = ln(x + 5)� x → −4�

�������� ��� ��� ln(1 + x) ∼ x ��� x → 0� �� ln(x + 5) =
= ln(1 + (x + 4)) ∼ x + 4 ��� x → −4� ����� �%������ (x + 4) (
�	�!��� ����
 %��������� ��	�� α(x) = ln(x + 5) ��� x → −4�

& �������� ��'� ( ��'7 !���	��
 �	�!��" ����
 ��������

%��������� %�	
+���

�	�



����� U(x) = x2 + 10x + 1010� x → ∞�
�������� H	�!��" ����
 !��� C · xp ������ �� ��	�!��

lim
x→∞

x2 + 10x + 1010

Cxp = 1.

$��!����� C = 1� p = 2� ����� �%������ x2 + 10x + 1010 ∼ x2 ���

x → ∞�
���	� U(x) = 3x5

6x2 + x + 1
� x → ∞�

�������� lim
x→∞

3x5

(6x2 + x + 1)cxp = 1 ��� C = 1
2 � p = 3 ⇒

⇒ 3x5

6x2 + x + 1
∼ 1

2x3 ( �	�!��� ����
 U(x) ��� x → ∞�

���
� U(x) = lnx
(x − 1)3

� x → 1�

�������� lnx
(x − 1)3

= ln(1 + x − 1)
(x − 1)3

∼ x − 1
(x − 1)3

∼ 1
(x − 1)2

�

.���	
��!�	� ��� ��� ln(1 + x − 1) ∼ x − 1 ��� x → 1� �����
�%������ �	�!��� ����
" %��������� %�	
+�� lnx

(x − 1)3
�!	�����


������ 1
(x − 1)2

�

����� U(x) = x2

3
√

x3 + 1
� x → −1�

�������� H	�!��� ����
 U(x) ��	/�� ����
 !�� C
(x + 1)p �

$��!����� ���

U(x) = x2

3
√

x3 + 1
= x2

3
√

(x + 1)(x2 − x + 1)
∼ 1

3√3(x + 1)1/3
.

.���	
��!�	� ��� ��� lim
x→−1

x2

3
√

x2 − x + 1
= 1

3√3
�

& �������� ��'8 ( ���� ���%����� ����� ��������� �����	��

����� lim
x→+∞

√
x+

√
x+

√
x√

x+1 +
√

x−1

(∞∞)
= lim

x→+∞

√
x

2
√

x
= 1

2 �

.���	
��!�	� ��� ��� ��� x → +∞√
x +

√
x +

√
x ∼ √

x�
√

x + 1 +
√

x − 1 ∼ 2
√

x.

�	�



���
� lim
x→+∞

x2 + x
3
√

x4 + 1√
x4 + 1

(∞∞)
= lim

x→+∞
x · x4/3

x2 =

= lim
x→+∞x1/3 = +∞�
.���	
��!�	� ��� ��� ��� x → +∞

x2 + x
3
√

x4 + 1 ∼ x · x4/3�
√

x4 + 1 ∼ x2.

����� lim
x→0

ln cos x
tg2 x

(
0
0

)
= lim

x→0

ln(1 + cos x − 1)
tg2 x

=

= lim
x→0

cos x − 1
x2 = lim

x→0

−2 sin2 x
2

x2 = lim
x→0

−2(x
2 )2

x2 = −1
2 .

.���	
��!�	� ��� ��� ��� x → 0
ln(1 + cosx − 1) ∼ cos x − 1, tg x ∼ x, sin x

2 ∼ x
2 .

����� lim
x→0

esin x − cos x
arctg 2x

(
0
0

)
=

= lim
x→0

(esin x − 1) + (1 − cos x)
arctg 2x = lim

x→0

esin x − 1
arctg 2x + lim

x→0

2 sin2 x
2

arctg 2x =

= lim
x→0

sinx
2x + lim

x→0

2(x
2 )2

2x = 1
2 + 0 = 1

2 .

.���	
��!�	� ��� ��� ��� x → 0
esin x − 1 ∼ sin x ∼ x� arctg 2x ∼ 2x� sin x

2 ∼ x
2 .

����� lim
x→0

tg x − sinx
ln3(1 + x)

(
0
0

)
= lim

x→0

x3

2

x3 = 1
2 � .���	
��!�	� ���

��� tg x − sin x ∼ 1
2x3 ,������ ��7- � ln(1 + x) ∼ x ��� x → 0�

?������� ��� ������ 
������ tg x � sinx �� �� <�!�!�	���*
��" !�	����� x ! �������� (tg x−sinx) ���!�	� %� � �+�%������
����	
�����

����� lim
x→−2

ln(x + 3)
ex+4 − e2

(
0
0

)
= lim

x→−2

ln(1 + x + 2)
e2(ex+2 − 1)

=

= lim
x→−2

x + 2
e2(x + 2)

= 1
e2 �

.���	
��!�	� ��� ��� ��� x → −2
ln(1 + x + 2) ∼ x + 2� ex+2 − 1 ∼ x + 2.

����� lim
x→∞x · sin πx

x2 + 1
= lim

x→∞x πx
x2 + 1

= π�

.���	
��!�	� ��� ��� ��� x → ∞
sin πx

x2 + 1
∼ πx

x2 + 1
∼ π

x.

�	�



�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

���� ?������ ' ( '� ������������� �	� ������� ��+�����

& �������� ' ( 8 ���/��� �	�!��" ����
 %��������� ��	��� !

�������� 2 ( '� ( �	�!��" ����
 %��������� %�	
+�� !�	������

'- α(x) = 2x5 + x4 + 7x3� x → 06
�- α(x) = 3√

x2 + x� x → 06
�- α(x) = x · sinx� x → 06
�- α(x) = sin π

x2 � x → ∞6
#- α(x) = ln

(
1 + 1

x

)
� x → ∞6

7- α(x) = ex−3 − 1� x → 36
8- α(x) = ln(x + 7)� x → −66
2- U(x) = 2x5 + x4 + 7x3� x → ∞6
)- U(x) = 3√

x2 + x� x → ∞6
'0- U(x) = 10x2

2x + 5 � x → ∞6
''- U(x) =

√
x + 5 +

√
x − 5� x → +∞6

'�- U(x) = x
x2 − 1

� x → ∞�
���� C���/���� ���

α(x) =

√
x +

√
x +

√
x ∼ x

1
8 ��� x → 0,

U(x) =

√
x +

√
x +

√
x ∼ x

1
2 ��� x → +∞.

���� C���/���� ��� ��� x → 1 
������ α(x) = 1 − x �
β(x) = = 1 − 3

√
x �!	�"��� %��������� ��	��� ������ �������

��	�����

��	� C��� 
������ y = x3� ����/���� ��� ��� ∆x → 0 !�*
	����� ∆y � ∆x �!	�"��� %��������� ��	��� ������ �������
,��� x �= 0-�

��
� C��� 
������ y = log2 x� ����/���� ��� ! ����� x0 = 4
!�	����� ∆y � ∆x ��� ∆x → 0 �!	�"��� %��������� ��	���
������ ������� ��	�����

���



���� C���/���� ��� ��� x → 0 %��������� ��	�� (e2x − ex)
� (sin 2x − sinx) %���� <�!�!�	��������

���� @��!���� ������� ����� %��������� %�	
+��

U(x) = 1√
1 − x

� V (x) = 1
1 −√

x
��� x → 1 − 0�

��
� C���/���� ��� 
������ U(x) = 1
sin πx �

V (x) = 1
x − 1 �!	�"��� %��������� %�	
+��� ������ ������� ���

x → 1�
���� $�����	��
 ������� ��������	
�� x �	���" �� %����*

����� ��	�� ��� x → 0 !�	����5
'- α(x) = x · tg πx

2 6 �- α(x) = ln(1 +
√

x · sinx)6
�- α(x) = ecos x − e6 �- α(x) =

√
1 + x2 −√

1 − x2�

$�!���5 �6 '6 �6 ��

����� $�����	��
 ������� ��������	
�� x �	���" �� %��*
������� %�	
+�� !�	����5

'- U(x) =
√

x + 3√x2 − x� x → +∞6
�- U(x) = x5

x3 + x + 1
� x → ∞6

�- U(x) = x2√
x2 + 1

arctg x� x → ∞6

�- U(x) = x(
√

x + 1 −√
x − 1)� x → +∞6

#- U(x) =
√

x +
√

x +
√

x� x → +∞�

$�!���5 2
3 6 �6 '6

1
2 6

1
2 �

����� 3������ ����� �����	�5

'� lim
x→0

sin 3x
x 6 �� lim

x→0

tg 2x
x 6

�� lim
x→0

sin 5x
sin 7x 6 �� lim

x→0

tg 5x
sin 3x 6

#� lim
x→0

arcsin 3x
x 6 7� lim

x→0

arcsin x
2

arctg 2x 6

8� lim
x→0

ln(1 + 7x)
x 6 2� lim

x→0

ln(1 − 2x)
sin 2x 6

)� lim
x→0

e3x − 1
x 6 '0� lim

x→0

e5x − 1
e10x − 1

�

���



�����

3���� �����	�5 $�!���5

'� lim
x→+∞

√
x + 3

√
x2 − x

3
√

x2 +
√

x
� '6

�� lim
x→∞ sin πx2

2x2 + 1
� '6

�� lim
x→±∞ tg πx√

9x2 + x + 1
� ±√

36

�� lim
x→0−0

√
x · sinx

arctg 2x � −1
2 6

#� lim
x→0

earcsin 3x − 1
tg 5x � 3

5 6

7� lim
x→1

sinπx
ctg πx

2
� �6

8� lim
x→+∞ (sin ln(x + 1) − sin lnx)� 06

2� lim
x→0

ln cos ax
ln cos bx

� a2

b2 6

)� lim
x→3

ex−2 − e
x3 − 27

� e
27 6

'0� lim
x→5

ln(x − 4)
1 −√

x − 4
� −26

''� lim
x→∞x · ln x − 3

x � −3�

.�,� ������ E� ��!�	
�� �����%�� ���������	� �����%�

����/����� �����	�! � ����	
��!����� ������� �������!������

������ � �����	��� �!����! %��������� ��	�� � %��������� %�	
*

+�� !�	����� ��������	
��� �����	�! � �� �	����!��� �� ���
�

������� �	�!���� � ����	
��!����� �������	�� ������� �!	���*

�� �����/����� �	�!� F&!������ ! �������������� ���	��G� &��*

����	
��� ������� ��	/�� %�	 �������
� ��� �� �� ��+�	� ���*

����! �� ��������� ��������	�������� !��� (00) � (∞0)� � ���/�
�� ���!����� ������� ����� ����� ����!��� ! ����� ����������

��� 
������� ��� xn � ax� xn � loga x � ������ ������� ����*
���	����� ������ ������� ��� � ��+�"��� ��������� �������

%���� ����������� ! �	�!� �� ��� !�+����!��������� B���� ��*

��	



��� ! ����
�� �	�!� %���� ���������� � � ���� ����� !���	����

�	�!��� ����� %��������� ��	�� !�	������ ����!����� �� ���

����!����� 
����	� ���	����

���



���� ���
������	���� �
��	 �������

���	���

�� �������� �����
� ������� ��	����

������

���� . �	� ����/��	��� 
	��������	 � �����)

���
�	 ������	 
	�
	
��
���� -�
�'��

y = f(x) � ����	 x0(

I������ y = f(x) �������!�� ! ����� x0 ����� � ��	
��

������ �����

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0). (∗)

���� 5	��	�
��	���� ���/��
�'�� 3
��� � 6 "4

������
�� 
�
�,	
�� ������� (∗)

lim
x→x0−0

f(x) = f(x0) lim
x→x0−0

f(x) = A �= f(x0)

lim
x→x0+0

f(x) = B �= f(x0) lim
x→x0+0

f(x) = f(x0)

;��� ' ;��� �

���



lim
x→x0−0

f(x) = A �= f(x0) lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) �= f(x0)

lim
x→x0+0

f(x) = B �= f(x0)

;��� � ;��� �

lim
x→x0−0

f(x) = +∞ lim
x→x0−0

f(x) = f(x0) lim
x→x0−0

f(x) = −∞
lim

x→x0+0
f(x) = −∞ lim

x→x0+0
f(x) = +∞ lim

x→x0+0
f(x) = B

;��� # ;��� 7 ;��� 8
&����/�� � � ��������� ����� ���� �	� �%� �������������

�����	� !��% � �� �� ���!�"�� .		"�������� <���� �	���� ��*

/�� �	�/��
 ���
�� 
������ y = sin π
x ! ����������� �����

x = 0 ,���� �� ���� ��-�

���� 7�
	�	�	
�	 ����� 
��
��� � 
���

����� x0 ����!����� ������ �����!� ' ���� 
������

y = f(x)� ��	� ! <��� ����� �� ���!�"� � ������� �%� ����������*
��� �����	� 
������� �� ��� <��� ���� %� ���� �� ��� ��	����

���



�� �������� f(x0)� ����� �����!� ' ���� ���%��/��� �� ���� '
( �� I������� ���%��/����� �� ���� '� ����!����� �������!���

�	�!�� �� ���� � ( �������!��� ����!��

���� &�� ���
�
��� 
��
��0 ����
��	

�� 
�


��� �(

;����! ������������ ��	� �������
 �������� 
������

y = f(x) ! ����� x0� �����! f(x0) = A� & �!��� � <��� �����
x0 ����!�"� ������ ����������� �����!��

�� � 7�
	�	�	
�	 ����� 
��
��� � 
���

����� x0 ����!����� ������ �����!� � ���� 
������ y = f(x)�
��	� ���� %� ���� �� ������������� �����	�! 
������ ! <���

����� ��!�� ∞ ,���� # ( 8- �	� !��% � �� �� ���!����

��!� &�� ��
�
����� � -�
�'��0 ����

��

�
������	���0 ����� 
��
���(

4�	� 
������ y = f(x) <	����������� �� �� ������� �����*
!� %���� 	�+
 �� ������ ! ������� <�� 
������ �� ������	���

,��� ��	�!��� ��� ! ����������� <��� ����� 
������ ������	�*

��-� 3�������� 
������ y = x
x2 − 9

����� �!� ����� �����!�

x1 = −3 � x2 = 3� & ����	
��� ������ 
������ ������	��� ��
�	���!���	
��� �������!��� ��� ��� 	"%�� <	���������� 
���*

��� �������!�� ! ��/��� ����� �!��� �%	���� ������	�����

4�	� 
������ ������ � ���� 
" �����	
��� <	����������


������� �� �����! � ����� 
������ ��/�� ������
�� ! �����

�������� �� ����� <	���������� 
������ � ������� 3��������

��	� 
������ y = f(x) ������ ����� �%�����5

f(x) =

{
g(x) � ��	� x < x0,

φ(x) � ��	� x � x0,

��� g(x) � φ(x) ( �������!��� 
������� �� � 
������ y = f(x)
�����! ��/�� ������
�� ! ����� x0 ! �	����� �����

lim
x→x0−0

g(x) �= lim
x→x0+0

φ(x).

���



���� �� lim
x→x0−0

g(x) = lim
x→x0+0

φ(x) = φ(x0)� �� 	
��
�� y = f(x)

�
��� � ����� x0 ������������ ������������� � ���� ��
��� �
����� M0(x0, y0) ���������� ���������� ���	���� 	
��
�� g(x)
� φ(x)�

���� ���� ��	
��
�	
 ����
 �
����
 ��	����

��� ����
� � ������� ��
�� ��
�
����

�
����� �
� ����	��� �
�
���� �����

�
����
�

 ���
�� ����� ������������� ������� 	
��
�� � ���� ���!
��� ���� ������� �������� �" ����
�� �������# ����
 ����� � ��
��������� 	
��
�� � ��������������� ������ ���� �� "��� ��
���� �� ������������" �������� ����� ∞ ��� ����$� �� �
$�!
���
��� �� � ����� ������ % �����

���� ���  
�� �	
	�� �
�
����
 ����� �
����


��	�����

&��� "������� ����� �������� ����� �"�������� ���������#
���	�� 	
��
�� � ����������� ����� ��������

�� ������� ��	�


'� ��������� ��(������������ ����� ���������# ����
!
)$�� ������� ��(���� ����� �� ������	���
�) ����� �������
	
��
��*

+� '���� ������# ����������� 	
��
��� ,����� � ������"
	
��
�� �� ����������� �
�
� ������� ������� 	
��
�� -�����!
��� ��� 
������� ��� 	
��
�� ���������� � ����������� ���" ��!
���.�

%� '���� ������������� ������� 	
��
�� � �����" �����!
��� /�� ��������� ������������" �������� ����"����� ������#
������� � �������� �������� ���������� ����" � ���������� ���#!
(�" ������� -� ���������� ��� c

0 → ∞� c∞ → 0� ∞0 → ∞� 0∞ → 0.
� ������# ��"����� ��������� �������������" ����������

0� '� ��������� ��������" ������������" �������� ������!
���# �"�������� ��������� 	
��
�� � ����������� ����� �����!

���



��� 1����#�� ����� �����#(�� ����������#��� ������������ ����!
����� 	
��
�� -� ���������� ��� x → ±∞. ��������� �"��������
���������# ��������� 	
��
�� �� ���� ������� ������������

2� ���� 	
��
�� ������ � �����#�������� ������#��" ���!
��������" 	
��
��� ����"����� ����� ������������� ������� �
�����" ����"��� �� ����� ������������ 	
��
�� � ��
����

/���"���� � ��(���) ������
���� &���� ���	�� 	
��
�� y = f(x) -���� 3.�

4��� 3

,���
����* 
�����# ����� ������� 	
��
��5 
�����# ����!
��������� ������� � "������� ����� ��������

�������� '� ���� 3 ���������� 	
��
��� ���)$�� ���
����� �������* x1 = 0� x2 = 1� x3 = 3�

+. lim
x→0−0

f(x) = 0� lim
x→0+0

f(x) = 2� /������ �������� �� ���!

����� ⇒ x1 = 0 6 ����� ������� + ����� ,�� ��� lim
x→0−0

f(x) =

f(0)� �� 	
��
�� � ����� x1 = 0 ���������� ������
%. lim

x→1−0
f(x) = +∞� lim

x→1+0
f(x) = +∞ ⇒ x2 = 1 6 �����

������� % �����
0. lim

x→3−0
f(x) = −∞� lim

x→3+0
f(x) = +∞ ⇒ x3 = 3 6 �����

������� % �����

���



���� 7��������# �"�������� ���	�� 	
��
��
y = f(x)� 
����������)$�� 
�������*

+. lim
x→−1−0

f(x) = 2� lim
x→−1+0

f(x) = 1� f(−1) = 15

%. lim
x→2−0

f(x) = 3� lim
x→2+0

f(x) = −∞5
0. lim

x→−∞ f(x) = +∞� lim
x→+∞ f(x) = 05

2. f(0) = 0�
���	�� 	
��
�� y = f(x) ��������� �� ���� 8�

4��� 8

9�������� x = −1 6 ����� ������� + ����� ,�� ���
lim

x→−1+0
f(x) = f(−1)� �� 	
��
�� ���������� � ����� x = −1

������� : ����� x = 2 ������ % �����
: �������" %�0 6 %�3 ����
���� ����� ����� ������� 	
��!


��� 
��������# �" "������� � ���������# �"�������� ���	��
	
��
�� � ����������� ����� ������� -� ���� 
������� � �� ����
������� �����������.�

���� f(x) = x
x2 − 9

�

�������� ;
��
�� ���������� �� ����������#��� ��������!
�� �� ���� �������� ��� �� ����)������ ����� x1 = −3 � x2 = 3�
: ���" �����" 	
��
�� ������ ������� '����� �������������
������� 	
��
�� � ���" �����"*

lim
x→−3−0

x
x2 − 9

(−3
+0

)
= −∞.

���



/������ ���
������ ���
�#���� &���������# 	
��
�� x
x2 − 9

���

x → −3 − 0 �
��� �������#�� � �
�)� �� ��� ��� ��� ���� �����
����� x = −3 �������� x2 �
��� ��� ����� �������#�� ���#(�
����� 8� �� �������# (x2 − 9) �
��� �������#�� � �
�)� ������!
��# ��� ����� ���������#���� &���# � ����� +0 6 �����������
���������� ����� ��������� ������� ��������� � �
�)� ������!
��# ���������#���5 −0 6 ����������� ���������� ������ ��������
�������# � �
�)� �������� ����
����#����

&������� ��"������� ������������" ��������*

lim
x→−3+0

x
x2 − 9

(−3−0

)
= +∞;

lim
x→3−0

x
x2 − 9

(
3−0

)
= −∞; lim

x→3+0

x
x2 − 9

(
3

+0

)
= +∞.

:�� ������������� ������� ��������# ����� ∞ ⇒
⇒ x1 = −3� x2 = 3 6 ����� ������� % ����� 7�������� ���������
	
��
�� � ����������� ����� ������� �� ��������� ������������
������������ -���� +<.�

: ������ ��
��� ����� ��������# ���	�� 	
��
�� �����!
��#)� ���� �����

lim
x→±∞

x
x2 − 9

(∞∞)
= lim

x→∞

1
x

1 − 9
x2

= 0
1 = 0.

/��
������ ���
�#��� ��������� ��� ��� x → ±∞ ���	�� 	
��!

�� �
��� ��������#�� � ��� Ox�

=���� ������ �����#�
� ��� ��� ������ 	
��
�� �������� �
��� ���� f(0) = 0� ����� ��������# ���	�� 	
��
�� �� ����
������� ����������� -���� ++.�

4��� +< 4��� ++

���



��	� f(x) =
(

2
3

) 1
1−x
�

�������� ;
��
�� �� ���������� ���#�� � ����� x = 1 ⇒
��� ����� �������� ������ ������� 	
��
��� :������ "�������
�������*

lim
x→1−0

(
2
3

) 1
1−x =

(
2
3

) 1
+0 =

(
2
3

)+∞
= 0;

lim
x→1+0

(
2
3

) 1
1−x =

(
2
3

) 1
−0 =

(
2
3

)−∞
= +∞.

9��� �� �������� �������� ����� ∞ ⇒ x = 1 6 ����� �������
% �����

7�������� ��������� 	
��
�� � ����������� ����� x = 1�
��� ���� 
����� ��� ���������#��� 	
��
�� ��������� ���#��
���������#��� �������� -���� +%.�

>���� ��������# ���	�� 	
��
��� ������ lim
x→±∞

(
2
3

) 1
1−x =

=
(

2
3

) 1
∞ =

(
2
3

)0
= 1 ⇒ ���	�� 	
��
�� ��� x → ±∞ �������!

���� � ������ y = 1� /�� ���������� ���	��� 
����� ��� f(0) = 2
3

-���� +0.�

4��� +% 4��� +0

��
� f(x) = 1
1 + 3

x
x+2

�

�������� ,�� ��� ���������#��� 	
��
�� 3
x

x+2 �������!

�� ���#�� ���������#��� ��������� ����������# 1 + 3
x

x+2 �= 0 ��
����������#��� ������ 	
��
�� ���������� ��)�
� �� ����)����!
�� ����� x = −2� :������ "������� ������� 	
��
�� � �����
x = −2*

���



lim
x→−2−0

1
1 + 3

x
x+2

= 1

1 + 3
−2
−0

= 1
1 + 3+∞ = 1

+∞ = 0;

lim
x→−2+0

1
1 + 3

x
x+2

= 1

1 + 3
−2
+0

= 1
1 + 3−∞ = 1

1 + 0 = 1.

9�� ������������" ������� �������� x = −2 6 ����� �����!
�� + �����

1�� 
�������� ���	��� 	
��
�� ������ lim
x→±∞

1
1 + 3

x
x+2

=

= lim
x→±∞

1

1 + 3
1

1+2/x

= 1
1 + 3 = 1

4 ⇒ ���	�� 	
��
�� ��� x → ±∞

�
��� ��������#�� � ������ y = 1
4 -���� +2.�

4��� +2
���	�� 	
��
�� � ����� x = −2 ����� �������� ������

�������� +�

���� f(x) = e
2x

1−x2 �

�������� ;
��
�� �� ���������� �� ����������#��� ������
������ � �����" x = ±1� 7�����
�� "������� ����� �������*

lim
x→−1−0

e
2x

1−x2 = e
−2
−0 = e+∞ = +∞5

4��� +?

���



lim
x→−1+0

e
2x

1−x2 = e
−2
+0 = e−∞ = 05

lim
x→1−0

e
2x

1−x2 = e
2

+0 = e+∞ = +∞5

lim
x→1+0

e
2x

1−x2 = e
2
−0 = e−∞ = 0�

x = ±1 6 ����� ������� % �����

1�� 
�������� ���	��� ������ lim
x→0

e
2x

1−x2 = e0 = 1� ���	��

�
��� ��� x → ±∞ ��������#�� � ������ y = 1 -���� +?.�
���� f(x) = arctg x

x − 1 �

�������� ;
��
��� ��������� ������ ������ � ����� x = 1�
'����� ������������� ������� � ����� x = 1*

lim
x→1−0

arctg x
x − 1 = arctg(−∞) = −π

2 ,

lim
x→1+0

arctg x
x − 1 = arctg(+∞) = π

2 .

/������ �������� �� ��������� ����������#��� � ����� x=1
������ + ����� 1�� 
�������� ���	��� ������

lim
x→±∞ arctg x

x − 1 = arctg 1 = π
4 .

���	�� 	
��
�� y = arctg x
x − 1 ��������� �� ���� +@�

4��� +@

��
� f(x) = 1
lnx

�

�������� ;
��
�� ���������� ��� ���������� 
������*
x > 0 � ln x �= 0� �� ���# �� ��������� X = (0, 1)∪ (1, +∞)� ,����
�������� x = 1 6 ����� ������� 	
��
��� '����� �������������
�������*

���



lim
x→1−0

1
lnx

= 1−0 = −∞; lim
x→1+0

1
lnx

= 1
+0 = +∞.

1�� 
�������� ���	��� ������
lim

x→0+0

1
ln x

= 1−∞ = 0; lim
x→+∞

1
lnx

= 1
+∞ = 0.

>����� ��������" ������� �������)� �"�������� ��������# ���!
	�� 	
��
�� -���� +A.�

4��� +A

9������� �������� �� ��� ��� ������ ������� � ��������!
����� ��������� �� �����" ��
���" ������# ���	��� ����������
������" 	
��
�� ���� ��� ����������� ������������

���� f(x) =

{
x2 ��� x � 2,

6 − x ��� x > 2.

�������� 1����� 	
��
�� ���������� �� ���� ��������
���� ,�� ��� ������ �� 	
��
�� x2 � (6− x) 6 "���(� ���������
����������� 	
��
��� �� ������ 
 	
��
�� f(x) ����� ������#!
�� ���#�� � ����� ����"��� �� 	
��
�� x2 � 	
��
�� (6 − x)� ��
���# � ����� x = 2� '����� ������������� ������� 	
��
�� f(x)
� ����� x = 2*

lim
x→2−0

f(x) = lim
x→2−0

x2 = 4;

lim
x→2+0

f(x) = lim
x→2−0

(6 − x) = 4.

9������������ ������� ����� ����
 ������ ����� ����� �� 
���!
��) f(2) = 4�  ���������#��� ��� �������� 	
��
�� � ����� x = 2
��������� 
������ �������������

lim
x→2−0

f(x) = lim
x→2−0

f(x) = f(2)

� 	
��
�� ������� � ����� x = 2 �� ����� -������(�� ����������

���



�������� y = x2 � ������ y = 6 − x. -���� +3.�

4��� +3

����� f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

e
1
x ��� x < 0,

(x − 1)2 ��� 0 � x � 3,
1

3 − x ��� x > 3.

�������� ;
��
�� f(x) ���������� �� ���� �������� ����

=����� �� 	
��
�� e
1
x � (x − 1)2 � 1

3 − x � ����� ������� ����!

������� ����������� ����������#��� 	
��
�� f(x) ����� ����#
������ ���#�� � �����" x1 = 0 � x2 = 3� '����� �������������
������� 	
��
�� f(x) � ���" �����"*

lim
x→0−0

f(x) = lim
x→0−0

e
1
x = e

1
−0 = e−∞ = 1

e+∞ = 0,

lim
x→0+0

f(x) = lim
x→0+0

(x − 1)2 = 1.

/������ ������� � ��������⇒ � ����� x1 = 0 ������ + ��!
��� ,�� ��� lim

x→0+0
f(x) = 1 � �� 
�����) f(0) = 1� ������ ����)!

������ ��� 	
��
�� y = f(x) ���������� � ����� x = 0 ������*
lim

x→3−0
f(x) = lim

x→3−0
(x − 1)2 = 4,

lim
x→3+0

f(x) = lim
x→3+0

1
3 − x = 1−0 = −∞.

9��� �� �������� �������� ����� −∞ ⇒ 	
��
�� f(x) ����� �
����� x2 = 3 ������ % �����

���	�� 	
��
�� f(x) ���
���� ���� ��� x ∈ (−∞, 0) ��!

������ ���	�� 	
��
�� y = e
1
x � �� ������
��� B<�0C ��� �
���

���



��������������	 
���� ��
����� y = (x − 1)2� ��	 x ∈ (3, +∞) �
��������������	 ����� ����
���� y = 1

3 − x �
��� ����

���� ��
����� �
� ����� � �
� �� a !� �"�	

f(x) =

{
2x �
� x � 3,

7a − 2x �
� x > 3
�����  ��
�
�� �# � ��
�� x = 3$

�������� %� �"�	 y = f(x) �����  ��
�
�� �# � ��
��

x = 3� ���� � &��# ��
�� ����� ����� � � �������  ��
�
�� �����

�� ���� ����

lim
x→3−0

f(x) = lim
x→3+0

f(x) = f(3).

�� ������� f(3) = 23 = 8�
'�#��� �� ����
�  �� �
�����(

lim
x→3−0

f(x) = lim
x→3−0

2x = 23 = 8,

lim
x→3+0

f(x) = lim
x→3+0

(7a − 2x) = 7a − 6.

)���� ��
����� !� �"�	 f(x) �����  ��
�
�� �#� ����

7a − 6 = 8 ⇒ a = 2� *�����
�
���� &�� �� �
���� 
�� � ��
��

x = 3 �
����#��� +��������, �
�!��� ���������� �# !� �"��

y = 2x � �
	��# y = 14 − 2x �
��� -.��

���



���� -.
����� /
�� ��� 0�
����
 
��
��� !� �"�#

f(x) = x3 − 2x
x − 2 � g(x) = x3 − 2x

|x − 2|
� ����
���� �0 �
�!���� 1���� �� &��0 !� �"�# ��2 � ����
�3

������ � ��
�� x = 2 ����� ��
����� 
���� � 
��������� ����
�3

����  ��
�
�� �	 !� �"�	$

�������� 1�2��	 �� !� �"�#  � ��
����� � � ��
�� x = 2
�� ����������� �� ��
��� � &��# ��
�� 
��
��� 4�	� �� 0�
����



��
��� !� �"�� f(x)(

lim
x→2−0

f(x) = lim
x→2−0

x3 − 2x
x − 2

(−0−0

)
= lim

x→2−0

x2(x − 2)
x − 2 = 4,

lim
x→2+0

f(x) = lim
x→2−0

x3 − 2x
x − 2

(
+0
+0

)
= lim

x→2−0

x2(x − 2)
x − 2 = 4.

5� ����
�  �� �
����� ��������� 
�� ���� ����������� ��


��
�� !� �"�� f(x) ��2 � ���
� ���� ���� &�� !� �"�� ��3

��
������� � ��
�� x = 2� �
� 	� f(2) = 4� 6���� !� �"�	

f∗(x) =

{
x3 − 2x
x − 2 � ���� x �= 2,

4 , ���� x = 2,
�2� �����  ��
�
�� �#�

*
�!��� !� �"�# f(x) � f∗(x) ����� ����
����	 ������ �

��
�� x = 2 �
��� -� � --��

���



��
�#��� � ��	� � �� 0�
����
� 
��
��� !� �"��

g(x) = x3 − 2x
|x − 2| � 4�����������	 ���� 
��

|x − 2| = −x + 2 �
� x < 2,

|x − 2| = x − 2 �
� x > 2,

� ����7�� !� �"�� g(x) � ����

g(x) =

{
−x2 � ���� x < 2;

x2 , ���� x > 2.

'�#��� �� ����
�  �� �
����� !� �"�� � ��
�� x = 2(
lim

x→2−0
g(x) = lim

x→2−0
−x2 = −4,

lim
x→2+0

g(x) = lim
x→2+0

x2 = 4.

%� �"�	 g(x) ����� � ��
�� x = 2 
��
�� � 
���� �
�
�� ��3

��# 
��
�� �2� ���
� ���  ����	� 6���
���� �
�!�� !� �"��

y = g(x) �
��� -8�(

���� -� ���� -- ���� -8

����� /
�� ��� ��
�� 
��
��� !� �"�#

f(x) = cos x
x � g(x) = sinx

x
� ����
���� �0 �
�!���� 1���� �� &��0 !� �"�# ��2 � ����
�3

������ � ��
�� x = 0 ����� ��
����� 
���� � 
��������� ����
�3

����  ��
�
�� �	 !� �"�	$
�������� %� �"�� f(x) � g(x)  � ��
����� � � ��
�� x = 0

�� ����������� �� ��� � &��# ��
�� ��
�	� 
��
���

���



4�	� �� 0�
����
 
��
��� !� �"�� f(x) = cos x
x (

lim
x→0−0

cos x
x = 1−0 = −∞, lim

x→0+0

cos x
x = 1

+0 = +∞.

)���� ��
����� � !� �"�� f(x) = cos x
x � ��
�� x = 0 
��
��

- 
���� 9���� ����
���� �
�!�� !� �"��� �������� 
�� f(x) = 0
� ��0 2� ��
��0� 
�� � cos x = 0� �� ���� �
� x = π

2 + πk� 1
���
����� �
���� �� 
�� � �����
� ��� ������� �# ����
� � x ��3

������� ������ �# ����� ��� �7����	 � �������  � ��
������	

�  ��� �
��� -:�� 5
���� �� ���
� ��� ����# 
��
��  ����	�

���� -:

��
�#��� � ��������� �� 0�
����
� 
��
��� !� �"��

g(x) = sin x
x (

lim
x→0−0

sinx
x = lim

x→0+0

sinx
x = 1

���������������� ��
��� ����
����� �� �
������� �� �������3

���� �� 
��
�� !� �"�� f(x)= sinx
x ���
� 	���	� ���� !� �"��

����
������� � ��
�� x=0� �
� 	� �� 
�� �# � &��# ��
�� 
���� ��
*
�!�� !� �"�� f(x) = sinx

x � ��
��� ���� ��
�� x = 0
����� ��������  � ����
����	 �� �
�!��� !� �"�� f(x) = cos x

x �

��
������� ��� Ox �
�!�� !� �"�� f(x) = sinx
x ����� � ��
��0

x=kπ �sin x=0 � &��0 ��
��0�� ��������� ������ �# �
� x→±∞
������ ��� � � �
�!��� f(x) = cos x

x � ��� �7����	 �
��� -;��

���



���� -;

���	�6���������� 0�
����
 ��
�� 
��
��� !� �"�� y =
[
1
x

]
� "���	 
���� 1

x �

�������� '���� ��� 
�� ����� a ∈ R ��2 � �
���������

� ���� a = k + α� ��� k � "���� 
����� 0 � α < 1� /��������
k  ������� "���# 
����� a � ���� �
��� [a]� '��
���
� 2.7 =
= 2 + 0.7 ⇒ [2.7] = 2� −2.7 = −3 + 0.3 ⇒ [−2.7] = −3�

���� -<

5
���� ��
[
1
x

]
���� 	�� ���� � �
� �	 �
� ��
�0��� 
�
��

��
�� xk = 1
k
� ��� k ∈ Z� 6�������� 0�
����
 
��
��� !� �"��

y =
[
1
x

]
� ��
��0 xk = 1

k
(

���



lim
x→ 1

k−0

[
1
x

]
= k� lim

x→ 1
k +0

[
1
x

]
= k − 1 ⇒ � ��
��0 xk = 1

k

!� �"�	 ��
��� 
��
�� ��
���� 
���� 4 ��
�� x = 0 !� �"�	

 � ��
����� �� ����������� �� x = 0 � ��2� ��
�� 
��
���� )��

��� lim
x→0−0

[
1
x

]
= −∞� � lim

x→0+0

[
1
x

]
= +∞� �� � ��
�� x = 0 
��
��

- 
���� *
�!�� !� �"�� y =
[
1
x

]
����
�2�  � 
��� -<�

���
� �
���
 !� �"��� ����
�	 ��
��� 
��
�� � ��2��#

��
�� ����# ������� ��
����� �	�

)���# !� �"��#�  ��
���
� 	��	���	 !� �"�	 =�
�0��(

D(x) =

{
1, ���� x 
�"�� ��� �� 
����;
0, ���� x �

�"�� ��� �� 
����.

%� �"�	 D(x) ��
��� 
��
�� � ��2��# ��
�� x0 ∈ R �������


�� �
���� &��# !� �"�� �
� x → x0  � �����������

/�
����� �������������� &���� ����
2�� �	 �� �
����
���

��������� �������
 � ��������� �� 
����2�� �	�

����� x0 � ����� ��#�������� �� 
���� �
�"�� ��� �� ���

�

�"�� ��� ���� 6����� �� 
�� � ����# ��
��� ���� ������ ��#3

�������� ��� 
����  �0�����	 ����� �
 � � ��� ��� 
�"�� ���3

 �0� ��� � �

�"�� ��� �0 
����� >�� �� �
���� 
�� � ����#

��
��� ���� ��
�� x0 !� �"�	 D(x) ����� ����� �
 � � ��� 
��

�
� ����� ��� 
�� �� �� ��� � 
�� �� . � �
� �	 �� �����������3

 �� �
���� ����# !� �"�� �
� x → x0  � ��2�� ���� 
���  �

 ����  � ��� �"��

6���� lim
x→x0

D(x)  � ���������� �� ����������� �� !� �"�	

=�
�0�� ��
��� 
��
�� - 
��� �
� ����� ��#�������� �� � �
�3

 �� x�

�� �������� �	
	� 
�� 
	��
����������

�	����

���� 4 ���� �	0 � � �< �
������	  �#�� ��
�� 
��
��� !� �3

"��� ���� ����� �0 0�
����
 � �0�����
 � ����
����� �
�!��

!� �"���

���



�� f(x) = x
x + 2 ? -� f(x) = 5

x
x+2 ?

8� f(x) = 1
1 + 5

x
x+2

? :� f(x) = x
1 − x2 ?

;� f(x) = 1
x2 − 2x

? <� f(x) = e
1

x2−2x ?

@� f(x) = x2 − 3x + 2
x − 1 ? A� f(x) = x2 − 3x + 2

|x − 1| ?

�� f(x) = arctg 1
x ? �.� f(x) = 1

ln(x − 2) ?

��� f(x) =

{
e−x �
� x � 0,

lnx �
� x > 0;

�-� f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
x �
� x < 0,

x2 − x �
� 0 � x � 2,

log2 x �
� x > 2;

�8� f(x) =

{√
4 − x2 �
� |x| < 2,

1
x �
� |x| > 2;

�:� f(x) =

{
x3 �
� |x| � 1,

2
√

x2 − 1 �
� |x| > 1;

�;� f(x) =

{ sin 3x
|x| �
� x �= 0,

3 �
� x = 0;

�<� f(x) =

{
sinπx ��	 
�"�� ��� ��� x,

0 ��	 �

�"�� ��� ��� x.

B�� ����
�� �	 �
�!����

���� 4 ���� �	0 �@ � -- !� �"�	 f(x)  � ��
����� � �
�

x = 0� )
������	 ����
������� !� �"�� f(x) �
� x = 0 ����


���� f(x) C����  ��
�
�� �# � ��
�� x = 0�
�@� f(x) = sin 2x

x ? �A� f(x) = 1 − cos x
x2 ?

��� f(x) =
√

x + 1 − 1
3√x + 1 − 1

? -.� f(x) = (1 + x)1/x?

-�� f(x) = x · sin 1
x ? --� f(x) = cos 1

x ?

5�����( �@� f(0) = 2? �A� f(0) = 1
2 ? ��� f(0) = 1.5?

-.� f(0) = e? -�� f(0) = 0? --�  ����	�

���



���� �
� ����� a �����  ��
�
�� � !� �"�	

f(x) =

{
2 − ax , ���� x < 4,

log 1
2

x , ���� x � 4.

5����( a = 1�
��	� �
� ����0 a � b �����  ��
�
�� � !� �"�	

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x3 − a , ���� x < 2,
4
x , ���� 2 � x � 4,

2x + b , ���� x > 4.

5����( a = 6� b = −7�
��
� /
�� ��� 0�
����
 ��
�� 
��
��� !� �"�#

f(x) = x3 + 1
x + 1 � f(x) = x3 + 1

|x + 1|
� ����
���� �0 �
�!���� 1���� �� &��0 !� �"�# ��2 � ����
�3

������ � ��
�� x = −1 ����� ��
����� 
���� � 
��������� ����3


�����  ��
�
�� �	 !� �"�	$

���� /
�� ��� 0�
����
 ��
�� 
��
��� !� �"�#

f(x) = sin π
x � f(x) = x · sin π

x
� ����
���� �0 �
�!���� 1���� �� &��0 !� �"�# ��2 � ����
�3

������ � ��
�� x = 0 ����� ��
����� 
���� � 
��������� ����
�3

����  ��
�
�� �	 !� �"�	$

���� 4�	� ��� 0�
����
 ��
�� 
��
��� � ����
���� �
�!���

!� �"�#

f(x) = [x] � f(x) = x · [x],
��� [x] � "���	 
���� x�

��
� 6����������  �  ��
�
�� ���� � ����
���� �
�!���

��������0 !� �"�#(

�� lim
n→∞

1
1 + xn � x � 0�

5����( x = 1 � ��
�� 
��
��� � 
����

-� lim
n→∞

nx − n−x

nx + n−x �

5����( y = signx� x = 0 � ��
�� 
��
��� � 
����

8� lim
n→∞

x + x2enx

1 + enx �

5����( !� �"�	  ��
�
�� �  � ���# 
������# ����

��	
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���� ��������� ����	
�����


�� ������������

� �������������� �����

�� �������� �	
�	�� 
�	���� ���
���

	
��
�

���� ��� �������� 	
�
�
� �������
����� �����

�
� ������� ��
���
� � �����
� ���
	�

������

������� ����	
����� �� 
������ y = f(x) 
�	����� 
 �
�	�
� ���������

�� 	����� ���������� �������� �	������� 
������ y = f(x) 

	�
�������� �� 	������� ��������� x�

�� 	����� ���������� ����
��� ���

������� ������� ��� 
 ���!
��� ���
��� 
������ y = f(x)"

���� ���
	
��� �
� �����
� ��� 
 ������ 	
�
�


��
���
� � �
�� ���
� lim
∆x→0

∆y
∆x

�" #��� 
������ y = f(x) ���������� 
 ����� x0 � 
 ������!
��� �� �����������$ �� 
����� � �������� �	������� 
������ ���

���



�������� �� ����� x0 � �������� � ��� ����� x0 + ∆x �������� �
����% & ������������ ���������

f(x0 + ∆x) − f(x0)
∆x = ∆y

∆x.
' �(%�� ������ ��� ��������� 	�
���� �� 
������) ∆x$ � ���
������
���� ��	
�� ������� ������� & �	������� 
������ y =
f(x) �� ����������$ ������������� ����� ������� x0 � x0 +
∆x" *� ������� �	������� 
������ 
 ����� ����� x0 ������
����

������ lim
∆x→0

∆y
∆x +����$ �������$ ���� ������ ��%���
����"

�" #��� 
������ y = f(x) ���������� 
 ����� x0 � ������!
��� �� �����������$ �� ������� ��� � ���
��� 
������ 
 �����
M0(x0, f(x0)) ��	)
����� ������ ��� ���������$ ������� 	�����
����%�� M0M $ ���� ����� M (���� ������� �� � ����� M0 
��� 
���
��� 
������ +���" ��"

,��" �

-���
�� ���

������ ����%��$ ��
�)�$ ��� �	
�����$ tg β$
(���� 	�
���� �� ∆x" .��
���� +���" ��$ ��� 	�
������� �����


�� tg β = ∆y
∆x " /� ����
���� ����������� ������� ���$ ��� ��

����
��� ���

������� k = tg α$ (���� ���� 

k = tg α = lim
∆x→0

tg β = lim
∆x→0

∆y
∆x.

��!� "�����#��
� ���
	������� $� ���
�
����
�


 �������
����
� ����#%

���� 
������ y = f(x) ���������� 
 ����� x0 � 
 ���������
�� �����������" #��� ��%���
��� ������ ��������� �����%����

���




������ y = f(x) 
 ����� x0 � �����%���& ��������� ��� ����!

��$ ��� �����%���� ��������� ��������� � ���&$ �� ���� ������
��	)
����� ����	
����� 
������ y = f(x) 
 ����� x0 � �(�	��!
������ ����� �	 ���
���
�

y′, f ′(x0),
dy
dx

,
df(x)

dx
.

0���$

f ′(x0)
def= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x) − f(x0)
∆x ��� y′ def= lim

∆x→0

∆y
∆x.

*�����$ ���
�����)� 
 �" �"�$ ��	
���&� ������ �����&%�� 
)!

���

�� f ′(x0) 1 ������� �	������� 
������ y = f(x) 
 ����� x0

+������������ ��)�� ����	
�������
�� f ′(x0) = tg α 1 ����
�� ���

������ ������� ��� � ���!


��� 
������ y = f(x) 
 ����� M0(x0, f(x0)) +��������������
��)�� ����	
������" *����� ����
��� ���

������� ��	
�����
	������ ���
����� ������� ��� 
 
���

y − y0 = f ′(x0)(x − x0) ��� y = y0 + f ′(x0)(x − x0).

��&� ' ���� ����
��� �
�� ���
� ���
	������

����������� � ����� x0 (���)

 y = f(x)%

2�� ��� ��� ������)
��� 
������ lim
∆x→0

∆y = 0$ �� ����!

������ ����	
�����$ ������� �� ����������& ��
�� lim
∆x→0

∆y
∆x $

�
������ � �����)��& ��������������� 
)������� 
���
(

0
0

)
"

��*� $�#
 (���)
� y = f(x) ���������
 � �����
x0� �	�
�
�� #
 +��� ��� ��
 
���� � +���

����� ���
	������%

/��$ �� �	������$ ��� ��� lim
∆x→0

∆y
∆x

(
0
0

)
����� � �� ��%���
�!


�� 
 ����� x0"

���



��,� '
���
 �������
����
� 
##����
)
� �����

���
� (���)

 y = f(x) � �#��
��� ����


lim
∆x→0−0

∆y
∆x �= lim

∆x→0+0

∆y
∆x%

#��� ������) lim
∆x→0−0

∆y
∆x = f ′−(x0) � lim

∆x→0+0

∆y
∆x = f ′

+(x0)

��%���
�&�$ �� �� ��	)
�&� �������������� ����	
���)�� 
���!
��� y = f(x) +����
����
���� ���
� � ����
�� 
 ����� x0"

.��
����$ ���� f ′−(x0) = f ′
+(x0)$ �� 
������ y = f(x) (����

���� ����	
����& f ′(x0)$ ��
����&%�& � �������������� ���!
�	
���)��$ � ���
�� ����� 
������ (���� ���� 
 �����
M0(x0, f(x0)) ������� ��&"

#��� �� f ′−(x0) �= f ′
+(x0)$ �� 
������ y = f(x) �� (����

���� ������� ��� 
 ����� M0(x0, f(x0))$ �� ��� ���� (���� ��%�!
��
�
�� �
� ������������� ������� �)� +���" ��"

,��" �

f ′
−(x0) = tg α1� f ′

+(x0) = tg α2

3������ ��� ���
� 1 ������ ��� ��������� ����%�� M0M1�
������� ��� ����
� 1 ������ ��� ��������� ����%�� M0M2"

' ������$ ����� f ′−(x0) �= f ′
+(x0)$ ����
����
�&%�& �����

���
��� 
������ y = f(x) ��	)
�&� ����
�� ������"
4��
�� 
������$ �	�(�������� �� ���" �$ �
������ ������!

�������� ���&�������� ��
������ 
������$ ������)
��� 
 �����
x0$ �� �� ���&%�� 
 ���� ����� ����	
�����"

���



��-� '
� ����
�
��� 
	���
	
�� �������
�

(���)

 y = f(x) � ����������
 ����
 x0

� �
 ��� 
	 �#����.
� �#��
��/

�� lim
x→x0

f ′(x) = +∞�

�� lim
x→x0

f ′(x) = −∞�

5� lim
x→x0−0

f ′(x) = +∞$ lim
x→x0+0

f ′(x) = −∞�

6� lim
x→x0−0

f ′(x) = −∞$ lim
x→x0+0

f ′(x) = +∞"

'� 
��� ���)��� ������� ������� ���$ ���
������� 
 �����
M0(x0, y0)$ (���� ��������������� ��� Ox +���" 517�"

,��" 5 ,��" 6

tg α > 0� f ′(x0) = +∞ tg α < 0� f ′(x0) = −∞

,��" 8 ,��" 7

tg α1 > 0� f ′
−(x0) = +∞ tg α1 < 0� f ′

−(x0) = −∞
tg α2 < 0� f ′

+(x0) = −∞ tg α2 > 0� f ′
+(x0) = +∞

*������$ ��� 
 �������$ �	�(������)� �� ���" 5 � 6$ ���!
���� ������ $ ��� ����	
����� ��%���
��� � ��
�� ∞" ' �������$

���



�	�(������)� �� ���" 8 � 7$ ���������$ ��� ����	
����� �� ��%�!
��
��� +M0 1 ����
�� ������"

��0� 1�#����� #
 ����������� (���)
�� 
����

.
� � ����� x0 ���
	������%

9�$ �
������" :�� ��
�������� ����� ����	�� " ���� 

∃ lim
∆x→0

∆y
∆x = f ′(x0)" :�� �	������$ ��� 
 ����������� ����� x0 ��!

�������
∆y
∆x ���������� �� �
���� ������� �� (��������� ����&


�������$ �� ��� 
∆y

∆x
= f ′(x0) + α(∆x),

��� lim
∆x→0

α(∆x) = 0" ' ���� ������

∆y = f ′(x0)∆x + α(∆x)∆x
�$ �����
���� ��$ lim

∆x→0
∆y = 0$ ��� � �	������ ������)
���� 


������ y = f(x) 
 ����� x0"

��2� 3�
	
�� ����
 ����� ���
� �4* ������ 


��
������

�" 9�� ���� ���() ∃f ′(x0)$ ���(������ � ����������$ ���()

������ y = f(x) ()�� ������)
��� 
 ����� x0"

�" 9�� ���� ���() ∃f ′(x0)$ ���(������$ ���() 
������ y =
f(x) ()�� ������)
��� 
 ����� x0"

5" 9�� ���� ���() ∃f ′(x0)$ ����������$ ���() 
������ y =
f(x) ()�� ������)
��� 
 ����� x0"

6" 9�� ���� ���() 
������ y = f(x) ()�� ������)
��� 

����� x0$ ���(������$ ���() ∃f ′(x0)"

8" 9�� ���� ���() 
������ y = f(x) ()�� ������)
��� 

����� x0$ ����������$ ���() ∃f ′(x0)"

0	 �" �"8 � �"; �������$ ��� 
���)�� �
��&��� ��
��������
� � 8" -�
�������� �$ 5$ 6 ���(���)"

���



�� ������� �����

���� 5����� 
	 ������#��
� ���
	������� �
��


���
	������ 	
�
���� (���)
� � ��
	
����

����
�

������ �� f(x) = x3$ x0 = 2"

����	��� f ′(2) = lim
∆x→0

f(2 + ∆x) − f(2)
∆x =

= lim
∆x→0

(2 + ∆x)3 − 8
∆x

(
0
0

)
= lim

∆x→0

8 + 12∆x + 6∆x2 + ∆x3 − 8
∆x =

= lim
∆x→0

(12 + 6∆x + ∆x2) = 12.

*������$ ��� �� �	
������ �	 ���� ���� ����� 
������
(xn)′ = nxn−1 (���� ���� f ′(x) = 3x2 ⇒ f ′(2) = 12"

������ 
� f(x) =
√

x + 3$ x0 = 1"

����	��� f ′(1) = lim
∆x→0

√
(1 + ∆x) + 3 − 2

∆x

(
0
0

)
=

= lim
∆x→0

(
√

4 + ∆x − 2)(
√

4 + ∆x + 2)
∆x(

√
4 + ∆x + 2)

=

= lim
∆x→0

(4 + ∆x) − 4
∆x(

√
4 + ∆x + 2)

= lim
∆x→0

1√
4 + ∆x + 2

= 1
4 .

������ �� f(x) = log2 x$ x0 = 4"

����	��� f ′(4)= lim
∆x→0

log2(4 + ∆x) − log2 4
∆x

(
0
0

)
=

= lim
∆x→0

log2(1 + ∆x
4 )

∆x
4 · 4 = 1

4 ln 2 .

0���� 	�
��� ������
�� 
������ 	�������� ���� ��������

lim
x→0

loga(1 + x)
x = 1

ln a
" ��������)� ��	�� ��� ����� �(�(%������

(loga x)′ = 1
x ln a

$ ∀x ∈ (0, +∞).
' ������� �������

(lnx)′ = 1
x ln e

= 1
x $ ∀x ∈ (0, +∞).

������ �� f(x) = ax$ x0 ∈ R"

����	��� f ′(x)= lim
∆x→0

ax+∆x − ax

∆x

(
0
0

)
=

= lim
∆x→0

ax(a∆x − 1)
∆x = ax ln a.

0���� 	�
��� ������
�� 
������ 	�������� ���� ��������

���



lim
x→0

ax − 1
x = ln a" ' ������� ������ ��� a = e (���� ���� 

(ex)′ = ex ln e = ex.
������ 
� f(x) = sin2 x$ x0 ∈ R"

����	��� f ′(x) = lim
∆x→0

sin2(x + ∆x) − sin2 x
∆x

(
0
0

)
=

= lim
∆x→0

(sin(x + ∆x) − sinx)(sin(x + ∆x) + sinx)
∆x =

= lim
∆x→0

2 sin ∆x
2 cos(x + ∆x

2 )(sin(x + ∆x) + sinx)
2 · ∆x

2

=

= cos x · 2 sinx = 2 sinx cos x = sin 2x.
0���� 	�
��) ���
)� 	�������� �)� ������ � ������)
!

���� 
������ y = cos x � y = sinx ∀x ∈ R"

���� 6��
�
����
� ����# ���
	������

������ �� 2���� �
������ ������������ �� 	�����
S = t3 + 3t2" /���� �����&& ������� �
������ 	� ����������

������ �� t0 = 2 �� t = 2+∆t$ ������� ∆t< �� ="8� ="�� ="=5" /����
������� �
������ 
 ����� 
����� ������)" ������� 
������
��� �������� ����� 
 �&(�� ������ 
������"

����	��� Vcp = S(t0 + ∆t) − S(t0)
∆t ⇒ ��� t0 = 2

Vcp = S(2 + ∆t) − S(2)
∆t = (2 + ∆t)3 + 3(2 + ∆t)2 − 20

∆t =

= 8 + 12∆t + 6∆t2 + ∆t3 + 12 + 12∆t + 3∆t2 − 20
∆t =

= 24∆t + 9∆t2 + ∆t3

∆t = 24 + 9∆t + ∆t2.

��� ∆t = 1 Vcp = 34 �>�$ ∆t = 0.5 Vcp = 28.75 �>�$

∆t = 0.1 Vcp = 24.91 �>�$ ∆t = 0.03 Vcp = 24.2709 �>�"
?������ �
������ 
 ����� 
����� ������) (���� ��
��
lim

∆t→0
Vcp = 24 �>�" *������$ ��� ��� ��� �� ∆t$ ��� ��� �� Vcp

���������� �� �������� �
������ 
 ����� 
����� ������)"
@������ ��� �������� ����� 
 �&(�� ������ 
������ t ��!

�����$ ���� ������ ����	
����& �� 
������ S(t)� V (t) = S′(t) =
= 3t2 + 6t" *������$ ��� �� ���� 
������ V (2) = 24 �>�"

���



������ 
� -���
�& ������� ��
��������� 
��%���� ω
��������&� ��� ��������� ���� ��
����� � ����
����
�&%���
���������� 
������" 9�� ����������� ����
�� �������� ����
!
��������� 
��%����"

����	��� ���� 
������ φ(t) 
)������ 	�
������� ����
��
����� ��� 
��%���� ���� ��������� �� ��������� �����
��!
��� ��� �� 
������ t" *� ���������� 
������ �� t0 �� t0 + ∆t
���� ��
������� �� ���� ∆φ = φ(t0 + ∆t) − φ(t0)" 2���� ������!

���
∆φ
∆t = φ(t0 + ∆t) − φ(t0)

∆t (���� ������� ������� & 
��%����
���� 
 ������� ���������� 
������ �� t0 �� t0 + ∆t" *� ����!

�& ������� 
��%���� 
 ������ 
������ t0 ������
���� ������ 

lim
∆t→0

∆φ
∆t $ ���� ���� ������ ��%���
���" 0���$

ω(t0)
def= lim

∆t→0

∆φ
∆t = φ′(t0).

2���� �(��	��$ ����
�� ������� ��
�� ����	
����� �� 
������

φ(t) ���� ��
����� �� 
������ t$ �� ��� ω(t) = dφ
dt

"

������ �� '��%�&%���� ����
�� ������$ 	������
�����
�����	��$ 	� t ������ ��
�����
����� �� ���� φ = 3 + 6t − t2" .���!
����� ����
�& ������� 
��%���� � ������ ������
�� ������"

����	��� �� ����������& ����
�� �������� ω(t) = φ′(t) =
= 6 − 2t" ' ������ ������
�� ������ ω(t) = 0 ⇒ 6 − 2t = 0 ⇒
⇒ t = 3 �"

������ �� ?��� ����������� ���� ������������ ��� ������!
��
� �����������
�$ �������&%�� ����	 ���������� ������� ���!

������ 
 ������� 
������" 9�� ����������� ���) �����������
����"

����	��� .(�	����� ����	 q(t) ��������
� �����������
�$
�������&%�� ����	 ���������� ������� ���
������ �� = �� t" *�
���������� 
������ �� t0 �� t0 + ∆t ����	 ���������� �������
���
������ ��������� ∆q = q(t0 +∆t)−q(t0) �����������
�" #���

���������
∆q
∆t �� 	�
���� �� ∆t$ ��� ��	)
����� ����� ���� � �
!

������ ���������� 
��������" *� ���� ����������� ���� 
 ������


������ t0 ������
���� ������ lim
∆t→0

∆q
∆t = lim

∆t→0

q(t0 + ∆t) − q(t0)
∆t $

���� ���� ������ ��%���
���" 0���$

��	



I(t0) = lim
∆t→0

∆q
∆t = q′(t0).

2���� �(��	��$ ���� ���� I(t) ��
�� ����	
����� �� 
������ t ��


������ q(t) ��������
� �����������
�$ �� ��� I(t) = dq
dt

"
������ 
� 3�������
� �����������
�$ �������&%��� ����	

���������� ������� ���
������$ 	������� 
������� q(t) = 2t3+
+3t2 + 5" /���� ���� ���� 
 ������ 
������ t = 2 �"

����	��� �� ����������& ���) ����������� ����

I(t) = dq
dt

= 6t2 + 6t" �� ���� 
������ 
)��������� ���� ����


 ������ 
������ t" ��� t = 2 � (���� ���� I(2) = 36 A"
������ ��0������ ������ ����������)� ������� AB ���!

��� �= ��$ �� ������� ������������ ��������� ��������
� 
�%�!
��
�" 0	
�����$ ��� ����� ����� AM ����� ������� ������ ������!
������ �� �
������ ���������� ����� M �� ����� A" 0	
�����$
��� ����� ����	�� AM ������ � �� ��
�� ; �" /����

B� �����&& �������& �������� ����	�� AM ������ � ���
(� �����&& �������& �������� 
���� ��������

� �������� ������� 
 ����	
�� ��� ����� M �
�� �������� 
 ����� B"

����	��� ' ������ C�D 	����� �������� ������� ρcp = 8
2 =

= 4 �>��" 9�� ���� ���() ����� 	����� 
 ����� �)� �������$
���(������ 	��� 	�
������� ����) m ����	�� AM �� ����)
AM $ ������& �(�	����� ����	 x" �� ����
�& 	����� m = kx2"
E��() ����� ���

������ ������������ ����� k$ 
����� 	���!
�� ���$ ��� ��� x = 2 m = 8$ �� ��� 8 = k · 4 ⇒ k = 2" 2����
�(��	��$ m(x) = 2x2 1 
��������� ��� 	�
������� ����) ����	!
�� AM �� ��� ����) x" ��� x = 20 m = 2 · 400 = 800 � 1 �����

���� �������" 2���� ρcp = 800

20 = 40 �>�� 1 ������� ��������
�������� 
���� ������� AB" ' ������� C
D � C�D 	����� ��������
� ����% & ����	
����� �� 
������ m(x)" '�	 ��� �� �������
AB ����� P �� ���������� ∆x �� ����� M +���" F�" 2���� �������
�������� �������� ����	�� MP (���� ��
�� ��������&

,��" F

��




m(x + ∆x) − m(x)
∆x = ∆m

∆x .
*� �������� ������������� 
�%���
� 
 ����� M ������
���� ���!
��� ������ ����������� ��������� ��� ∆x → 0" /�

lim
∆x→∞

∆m
∆x = m′(x).

2���� �(��	��$ ρ(x) = dm
dx

1 �������� �������� �������������

�%���
� 
 ����� M $ ������������� �� ���������� x �� ������
�������" ' ����� ������ m′(x) = (2x2)′ = 4x" ��� x = 20 �����!
��� �������� 
 ����� B ������� ρ = 80 �>��"

G) ����������� ��� ������ �� ���������� 	���� ������!
�� � 
�	���$ ������� �����)� ����
��� �� ������������� ���!
�	
����� ��� �������� �	������� ��� ��� ���� ���������� 
�!

�����)" ?��� ���� I(t) = dq
dt

1 ������� �	������� ��������
�

�����������
� � �	�������� 
������$ ����
�� ������� ω(t) = dφ
dt

1 ������� �	������� ���� ��
�����$ V (t) = dS
dt

1 ������� �	!
������� ���� ������������ �
���%���� �����$ �������� ���!

���������� ���� 
 ������ �������� ���� ������� ρ(x) = dm
dx

1 ������� �	������� ����) ������� � �	�������� ��� ����)"
?������ �������� ���������$ ������� ������� ���������� ����!
���$ ������� ���������
���� �������$ ������� ���������������
��������� ��
������� 1 
�� ��� ����	
���)� ����
����
�&%��

������"

?����
���� �������$ ����& (�� ��& ��� ������ ����	
��!
��� 
 ��	����)� �(������ ������
�	�����" ������� ���� 
����
�	��
�� 	�����$ ������� �����)� �
������ � ���������& �����!
�� ��������� �����%���� 
������ � 
)	
�
���� ��� �����%�!
��& ���������$ ����� �����%���� ��������� ��������� � ���&$
� ���� ������� ���� ������ +����	
����&�"

��!� 7������
����
� ����# ���
	������

������ �� /���� �������) ����
 ������� ������� �)� �
���
��� 
������ y = x2 
 ������ M1(1

2 , 1
4) � M2(−1, 1) +���" ;�"

����	��� tg α1 =f ′(1
2)$ tg α2 =f ′(−1) f ′(x)=2x ⇒ f ′(1

2)=1$
f ′(−1) = −2 ⇒ tg α1 = 1$ tg α2 = −2"

���



������ 
� ������� ���
����� ������� ��� � �������$
���
�����)� � ���
��� 
������ y = f(x) 
 ����� M0(x0, y0)
+���" H�"

,��" ; ,��" H

����	��� .���������� ������� ��� ()�� ���� 
 �" �"�" /��!
��� & ��	)
�&� �����&$ �������%�& ����	 ����� M0(x0, y0) ���!
������������ ������� ���" '����� 	����� ���
������ ������$
�������%�� ����	 	������& ����� M0(x0, y0) � ����
)� ���

�!
������� k�

y = y0 + k(x − x0).
9�� ������� ��� k = f ′(x0)$ ��� ������� k = − 1

f ′(x0) +��� ���

��� ��������������)� ����)� k1 · k2 = −1�" 2���� �(��	��$
y = y0 + f ′(x0)(x − x0) 1 ���
����� ������� ���$

y = y0 − 1
f ′(x0)

(x − x0) 1 ���
����� �������"

-��
����� ������� �������� ��� ����
��$ ��� f ′(x0) �= 0"
#��� �� f ′(x0) = 0$ �� ������� ��� (���� �������� �� ��� Ox$
� ������ (���� ��������������� ��� Ox" ' ���� ������ y = y0

(���� ���
������ ������� ���$ � x = x0 1 ���
������ ������� 

����� M0(x0, y0)"

������ �� ?����
�� ���
����� ������� ��� � ������� �
�����(��� y = 1

x 
 ����� � �(������� x0 = 1
2 +���" �=�"

����	��� ����	
����& 
������ y = 1
x ������ �� 
������

(xn)′ = nxn−1" ' ����� �������

���



(
1
x

)′
= (x−1)′ = −x−2 = − 1

x2 �

f ′(1
2) = −4 1 ����
�� ���

������ ������� ����

− 1
f ′(1

2)
= 1

4 1 ����
�� ���

������ �������" 2����

y = 2 − 4(x − 1
2) 1 ���
����� ������� ����

y = 2 + 1
4(x − 1

2) 1 ���
����� �������"
����(��	�� ���
�����$ �������
y = −4x + 4 1 ���
����� ������� ����
y = 1

4x + 17
8 1 ���
����� �������"

������ �� ?����
�� ���
����� ������� ��� � ������� �
���
��� 
������ y = sin2 x 
 ������ M1(π

4 , 1
2) � M2(π

2 , 1) +���" ���"

,��" �= ,��" ��

����	�������	
����� 
������ y = sin2 x �������� 
 �" �"��

y′ = 2 sin x cos x = sin 2x ⇒ f ′(
π

4
) = 1, f ′(

π

2
) = 0.

-��
����� ������� ��� � ������� 
 ����� M1(π
4 , 1

2) (���� ���� 

��

y =
1
2

+ (x − π

4
) � y = 1

2 − (x − π
4 ).

2�� ��� f ′(π
2 ) = 0$ �� ������� ���$ ���
������� 
 �����

M2(π
2 , 1)$ (���� �������� �� ��� Ox �$ �����
���� ��$ (���� ���� 

���
����� y = 1" 2���� ������ (���� ���� ���
����� x = π
2 "

������ 
� ?����
�� ���
����� ������� ��� � ������� �
���
��� 
������ y = 3

√
x − 1 
 ����� M0(1, 0)"

����	��� ����	
����& 	������� 
������ 
 ����� x0 = 1
������ �� ����������&

f ′(1) = lim
∆x→0

f(1 + ∆x) − f(1)
∆x = lim

∆x→0

3
√

(1 + ∆x) − 1 − 0
∆x =

���



= lim
∆x→0

(∆x)1/3

∆x = lim
∆x→0

1
(∆x)2/3 = +∞ ⇒

⇒ ������� ��� 
 ����� M0(1, 0) (���� ��������������� ��� Ox �$
�����
���� ��$ (���� ���� ���
����� x = 1" 2���� ���
������
������� 
 ����� M0(1, 0) (���� y = 0 +���" ���"

,��" ��

������ �� ' ����� ����� ���
�� y = x3 +x−2 ������� ���
� ��� (���� �������� �� ������ y = 4x − 1I

����	��� �� ����
�& 	����� ����
�� ���

������ ����!
��� ��� 
 �����)� ������ ������ ()� ��
�� ����� 6" �������
�(�����) ���� ����� �����) ���
���
���� ���
����& f ′(x) = 4
��� 3x2 + 1 = 4" ,���� ���
�����$ ������ x1,2 = ±1" 2���� �(!
��	��$ 
 ������ M1(1, 0) � M1(−1,−4) ������� �)� � ���
���

������ y = x3 + x − 2 (���� �������� �) ������ y = 4x − 1"

������ �� J���� ����(��) y = x2−2x+5 ��������� �����
� �(�������� x1 = 1$ x2 = 3" ?����
�� ���
����� ������� ��� �
����(���$ �������� ��� �����"

����	��� E��() ����� ����
�� ���

������ ����)$ �����!

�� �� ���
�����$ 
����� 	�
�
��� ���$ ��� ��� �������� ����	
����� M1(1, 4) � M2(3, 8)�

x − 1
3 − 1

=
y − 4
8 − 4

⇒ y = 2x + 2.

2���� �(��	��$ ����
�� ���

������ ������� ������� ��� ��!

�� �" K(������ ����� ������� ������ �	 ���
����� f ′(x) = 2 ���
2x−2 = 2$ ������ x0 = 2 1 �(������ ����� �������$ y0 = 5 1 ����!
���� ����� �������" -��
����� ������� ������� ����
y = 5 + 2(x − 2) ��� y = 2x + 1"

���



��&� ��
���� ����������� � ����� x0 (���)
��

�� 
���.
� � +��� ����� ���
	������

������ �� -(���� ��$ ��� 
������

f(x) =

{
2x $ ���� −∞ < x � 1,

x + 1 $ ���� x > 1,

������)
�� 
 ����� x0 = 1$ �� �� ����� 
 ���� ����� ����	
�����"

����	��� '�������$ ��� ����
�� ������)
����� 
������
y = f(x) 
 ����� x0 ����� 
��

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0).

/�����

,��" �5

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

2x = 2,

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1−0

(x + 1) = 2.

�� ����
�& f(1) = 2" 2���� �(��	��$
����
�� ������)
����� 
 ����� x0 = 1

)�������$ 
������ 
 ����� x0 = 1 �����!
�)
��"

/����� ������������� ����	
���)� 
������ f(x) 
 �����
x0 = 1�

f ′
−(1)= lim

∆x→0−0

f(1 + ∆x) − f(1)
∆x = lim

∆x→0−0

2(1 + ∆x) − 2
∆x =

= lim
∆x→0−0

2∆x
∆x = 2,

f ′
+(1)= lim

∆x→0+0

f(1 + ∆x) − f(1)
∆x = lim

∆x→0+0

(1 + ∆x + 1) − 2
∆x

= lim
∆x→0+0

∆x
∆x = 1.

f ′−(1) �= f ′
+(1) ⇒ ������)
��� 
 ����� x0 = 1 
������ y = f(x)

�� ����� ����	
����� 
 ���� �����" 4��
�� 
������ �	�(��!
��� �� ���" �5" 2���� M0(1, 2) 1 ����
�� ����� ���
��� 
������
y = f(x)"

������ 
� -(���� ��$ ��� 
������

f(x) =

{
x sin π

x $ ���� x �= 0,

0 $ ���� x = 0,

������)
�� 
 ����� x0 = 0$ �� �� ����� 
 ���� ����� ����	
�����
�� ���
�$ �� ����
�"

���



����	��� 2�� ��� lim
x→0

x sin π
x = 0 +�� �������$ ������� ��
��!

�����$ ��� ����	
������ (��������� ����� 
������) �� ������!
�����& 
�����& ��� 
������� (��������� ������ � �� ����
�&
f(0) = 0$ �� 	���&����$ ��� 
������ f(x) ������)
�� 
 �����
x = 0" ���)������ ����� f ′(0)�

f ′(0) = lim
∆x→0

f(∆x) − f(0)
∆x = lim

∆x→0

∆x · sin π
∆x

∆x = lim
∆x→0

sin π
∆x.

��� ∆x → 0 �������� ������ π
∆x → ∞ ⇒ lim

∆x→0
sin π

∆x �� ��%�!
��
���"

2���� �(��	��$ 
������ f(x) �� ����� 
 ����� x = 0 ����	!

����� �� ���
�$ �� ����
�"

������ �� -(���� ��$ ��� ������)
��� �� 
��� �����
��
��� 
������ y = | sinx| �� ����� ����	
����� 
 ������ x = kπ
+k = 0,±1,±2, . . .�"

����	��� /����� ������������� ����	
���)� 
������ 

������ x = kπ�

f ′
−(kπ)= lim

∆x→0−0

| sin(kπ + ∆x)| − | sin kπ|
∆x =

= lim
∆x→0−0

| sin ∆x|
∆x = lim

∆x→0−0

− sin ∆x
∆x = −1,

f ′
+(kπ)= lim

∆x→0+0

| sin(kπ + ∆x)| − | sin kπ|
∆x =

= lim
∆x→0+0

| sin ∆x|
∆x = lim

∆x→0+0

sin ∆x
∆x = 1.

2�� ��� f ′−(kπ) �= f ′
+(kπ)$ �� 
������ y = | sinx| 
 ������

x = kπ ����	
����� �� �����" ?���
����
�&%�� ����� ���
���
���� 
������ 1 ����
)� ����� +���" �6�"

,��" �6

f ′
−(π) = −1 ⇒ tg α1 = −1 ⇒ α1 = 135◦

f ′
+(π) = 1 ⇒ tg α2 = 1 ⇒ α2 = 45◦

���



�� �������� ����� ��� ���	�
	�
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���	
�

���� 0����� �	 ����������� ����	
�����$ ����� ����	
��!
�)� 	�����)� 
������ 
 ���	���)� �������

�� f(x) = 2x3 + 3x − 2$ x0 = 1�
�� f(x) = 4

x2 $ x0 = 2�

5� f(x) =
√

6 − 5x$ x0 = −2�
6� f(x) = 2√

x
$ x0 = 4�

8� f(x) = tg 2x$ x0 = π
8 �

7� f(x) = cos3 x$ x0 = 0�
F� f(x) =

√
1 − cos x$ x0 = π

2 �
;� f(x) = 3

√
x + 2$ x0 = −2"

��
� ' ����� ������ ���
�� y = x3

3 ������� ��� � ����
�� �������� �� ��� Ox�
�� �(��	��� � �� & Ox ���� 45◦�
5� �������� �� ������ 4x − y + 1 = 0�
6� ��������������� ������ 9x + y − 1 = 0I
������� ����� 	������� ��������� x ������� �)� � ���
)�

y = 4x2 � y =
√

x (���� �������� �)I
���� 0���� 	�� �������)� 
 	����� 5"� ����	
���)�$ �����!


�� ���
����� ������� �)� � �������� � ���
���� 	�����)�

������ 
 ������ � ���	����� �(������� x0"

.�
��)� �� y = 9x − 6$ y = −1
9x + 31

9 �

�� y = −x + 3$ y = x − 1�

5� y = −5
8x + 23

4 $ y = 8
5x + 71

5 �

6� y = −1
8x + 3

2 $ y = 8x − 31�

8� y = 4x + 1 − π
2 $ y = −1

4x + 1 + π
32 �

7� y = 1$ x = 0�

F� y = 1
2x + 1 − π

4 $ y = −2x + 1 + π�

;� x = −2$ y = 0"
���



��
� *����� 
������ y = |x|" 2��(������
�" /���� f ′(2) � f ′(−2)"
�" -(���� ��$ ��� ����	
����� 
 ����� x = 0 �� ��%���
���

+� ���� ��� & ����� f ′−(0) � f ′
+(0)�"

���� 9�� 
������ f(x) = | cos x| ����� ������������� ���!
�	
���)� f ′−(π

2 ) � f ′
+(π

2 )� � �����
�� ���
����� �������������
������� �)� 
 ����� M0(π

2 , 0)"

.�
��� y = −x + π
2 1 ������� ��� ���
�$

y = x − π
2 1 ������� ��� ����
�"

���� *����� 
������

f(x) =

{
x2 $ ���� −∞ < x � 0,√
x $ ���� x > 0.

2��(������
�" -(���� ��$ ��� 
������ ������)
�� 
 ����� x = 0"
�" /���� f ′−(0) � f ′

+(0)�"
5" ?����
�� ���
����� ������������� ������� �)� � ���!


��� 
������ f(x) 
 ����� O(0, 0)"

.�
��� y = 0 1 ���
����� ������� ��� ���
�$

x = 0 1 ���
����� ������� ��� ����
�"

���� 2���� �
������ ������������ �� 	����� S = 1
3 t3 + t2"

2��(������
�" /���� �����&& ������� �
������ 	� ���������� 
����!

�� �� t = 2 �� t = 2 + ∆t$ ������� ∆t = 1; 0.1; 0.01"
�" /���� ������� �
������ 
 ����� 
����� ������)"
5" /���� ������� �
������ 
 �&(�� ������ 
������ t"

���� ?
�(���� ����&%�� ���� �
������ �� 	����� S = gt2

2 "
������� 
������ ��� �������� ����&%��� ���� � � �� ����% &
����� ������� �
������ ���� 
 ����� ����� � 
 ����� �������
������) �� ������ �������"

����� 2��� ������ 6 �� �
������ ������������ �� 	�����
S = 1

2 t2 + t + 1$ ��� S �	�������� 
 �����������$ t 1 
 ��������"
/���� �����������& ������& ���� 
 ������ 
������ t = 3 �"

����� 3�������
� �����������
�$ �������&%�� ����	 ����!
������ ������� ���
������ 	� 
���� t$ ��������� �� ������$ 	�!

���



���� 
������� q(t) = t3 + 1
2 t2 + 4t" /���� ���� ���� 
 ������


������ t = 3 �"
���
� G���� ������� ������������� ������� �	�������� 


	�
�������� �� ��� ����) x �� 	����� m(x) = 3x2+2x" �� ������
	����� (���� �	����� �� �������� ρ(x) ������������� ����I

����� #��� () ������� ���������
���� ������� ��������
��
�������$ �� ��� ������� & ������� �����
��� () ������� ��!
������
� 
�%���
�$ ��	����
������ 
 ������� 
������" /� �����
���� ������� ��������� ����
�������" 9�� ����������� ��������
���������
���� �������"

������	��� L���� �����)� � ��������)� ������) �� 
)!
�������� � ���������� ����	
����� �) (���� ���� 
�	������� 
����� $ ��� ��
��
 ������� 
)�������� ����	
����� �� ���
�!
���$ ��	
���&%�� ������� ����	
���)� 
������ (�	 ��������!
��
������ ����� 	�
���� ������� ����	
�����" .������& ����!
������ ����	
����� 
������ f(x) ������� ��	)
�� ��

����!
����
����� 
������" :�� �(M�������� ���$ ��� � �������� ���!
�	
����� ����� �
�	��� ������ 
���������� ��� ������� ������!
��������� �����	� 1 ������� ��

��������� 
������$ ��������
(���� ���
�%��� ���� 5"

��	
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���� ��� ����� 	
���
����� ������ 	
���
����

��� � �������� �
�� �������� ������ ��

����
�� ����� 	
���
����� 
 
������
��


����� ������

��� �������� 	� 
���
����
�� (u(x) + v(x))′ = u′(x) + v′(x)�
�� (u(x) · v(x))′ = u′(x) · v(x) + v′(x) · u(x)�
� ������� ��
��� ����� (C ·v(x))′ = C ·v′(x) ���� ��� C ′ = 0��

�� ���� ��������
 ����� �������� �� ���� 	�����������

 �

(
u(x)
v(x)

)′
= u′(x) · v(x) − v′(x) · u(x)

v2(x)
� !�� v(x) �= 0�

� ������� ��
���

(
C

v(x)

)′
= −C · v′(x)

v2(x)
� ���� v(x) �= 0�

���� ��� ����� 	
���
����� � ����� ��������

"�� ��

����#�������� ������� 

��#�� ��	����
����
������� �� "
��� 

��#�� y = f(u) � u = g(x) �	������$�

�����
$ 

��#�$ y = f(g(x)) � ��������� ����������� ����� x0�
%��� 	�� &��� 

��#�� u = g(x) ����� � ����� x0 	��������
$
g′(x0)� � 

��#�� y = f(u) ����� � ����� u0 = g(x0) 	��������
$
f ′(u0)� �� ������� 

��#�� y = f(g(x)) '
��� ����� � ����� x0

	��������
$� ������� ��(������ 	� 
���
��

y′(x0) = f ′(u0)g′(x0) ���
dy
dx

= dy
du

du
dx

.

���



)���� ������� � ���� ��� ��� ��(������� 	���������� ����*
��� 

��#�� ���������� ����� � 	���������� 	���������� ���(
	������+�( &����������( 

��#��� �
	��	���#��� ������( ��*
������ ������ ������� 

��#���

��	��� �� ,���� 	��������
$ 

��#�� y = sin3 x
∀x ∈ (−∞, +∞)�


����	�� � ��+�� ��
��� y = u3� u = sinx� x - �$'��

�������������� ������ "� 
���
��
dy
dx

= dy
du

du
dx

'
��� �����

dy
dx

= (u3)′(sin x)′ = 3u2 · cos x = 3 sin2 x cos x.

��	��� 
� ,���� 	��������
$ 

��#�� y = sin3(lnx)
∀x ∈ (0, +∞)�


����	�� .����� 

��#�� �������� �
	��	���#��� 
�� ��
��
(� � ���( &����������( 

��#��� y = u3� u = sin v� v = lnx�
� &��� ��
��� 
���
�� ��� 	���������� ������� 

��#�� '
���
��������� 
�� ��� ������������ � ������

dy
dx

= dy
du

du
dv

dv
dx

,

!��
dy
du

= 3u2� du
dv

= cos v� dv
dx

= 1
x � /���� �'������

dy
dx

= 3u2 · cos v · 1
x = 3 sin2(lnx) cos(ln x) 1

x.
%���� ��	������ x0 = 1� ��

y′(1) = 3 sin2(ln 1) cos(ln 1)11 = 3 sin2 0 · cos 0 · 1 = 0.
0������� ���� ��� 	������� 	�� ��(������� 	���������(

	�����
������ ��!
����� �� ��������� 1������� ��� �
��� ��*
������� �
	��	���#��� ����( &����������( 

��#�� �������� ���*
��� ������� 

��#��� � 	���� &��!� 	���������� 	����������
���( &����������( 

��#��� �� ������( ���������� ������� 

��*
#��� 2����� 	�&���
 	������ ��

����#�������� ������� 

��*
#�� ���!�� ������$� #�	����

��	��� �� ,���� 	��������
$ 

��#�� y = 7sin(ln 5x) x > 0�

����	�� .����� 

��#�� �������� �
	��	���#��� ����*

��( &����������( 

��#��� 	������������� ���!���������������
��!���
�������� � ��������� "�&���
 	�� ��

����#��������
������ 

��#�� �� '
��� ��	��������� 	��
������ ����� 	����*
������ 	�����������( &����������( 

��#��� "�� &��� �� ���*

���



��� &��	� ��

����#�������� '
��� ��	����������� ������� �
	���������� ������� 

��#���

�� /�� ��� (ax)′ = ax ln a� �� 	� ������� � 	���������� ����*
��� 

��#�� (au(x))′ = au(x) ln a · u′(x) ⇒ (7sin(ln 5x))′ =
= 7sin(ln 5x) ln 7 · (sin(ln 5x))′�

�� (sin x)′ = cos x ⇒ (sin u(x))′ = cos u(x) · u′(x) ⇒
⇒ (sin(ln 5x))′ = cos(ln 5x)(ln 5x)′�

 � (ln x)′ = 1
x ⇒ (lnu(x))′ = 1

u(x) · u′(x) ⇒ (ln 5x)′ = 1
5x(5x)′�

3� (5x)′ = 5�
/���� �'������

(7sin(ln 5x))′ = 7sin(ln 5x) ln 7︸ ︷︷ ︸
1

· cos(ln 5x)︸ ︷︷ ︸
2

· 1
5x︸︷︷︸
3

· 5︸︷︷︸
4

.

4��
����� ��

����#�������� ������� 

��#��� ������������
�� ������( &����������( 

��#��� 	����������� ��'�� #�	���

�� ������( �������� ������ �� ������( 	��
���� 	� 
���
�� ���
	���������� �� ����������
$5�� &����������� 

��#���

��	��� �� ,���� 	���������� !�	��'��������( 

��#��
y = sh x� y = ch x� y = th x� y = cthx�


����	�� "� 	�����
 ��

����#�������� ������� 

��*
#�� (e−x)′ = e−x(−x)′ = e−x(−1)′ = −e−x� 	�&���


�� (sh x)′ =
(

ex − e−x

2

)′
= (ex)′ − (e−x)′

2 = ex + e−x

2 = ch x�

�� (ch x)′ =
(

ex + e−x

2

)′
= (ex)′ + (e−x)′

2 = ex − e−x

2 = sh x�

 � (th x)′=
(

sh x
ch x

)′
= (sh x)′ ch x − (chx)′ sh x

ch2 x
=

= ch x ch x − sh x sh x
ch2 x

= ch2 x − sh2 x
ch2 x

= 1
ch2 x

.

6��� ��	��������� 
���
�� ch2 x − sh2 x = 1�

3� (cth x)′ =
(

ch x
sh x

)′
= (ch x)′ sh x − (sh x)′ ch x

sh2 x
=

= sh x sh x − ch x ch x
sh2 x

= −ch2 x − sh2 x
sh2 x

= − 1
sh2 x

.

���



0������� ��� 	���������� �� !�	��'��������( 

��#�� ��*
����$��� �� 	���������( ����������
$5�( ���!�������������(


��#�� ������ � ��
��� 

��#�� y = ch x� � ������
(ch x)′ = shx� � �� ����� ��� (cos x)′ = − sinx�

��!� ��� ����� 	
���
����� �"
����� ��������

.�� ��(������� 	���������� �'������ 

��#�� ��	����
*
���� ����
$5��

������� 
� %��� 

��#�� y =f(x) ����!� ��������� � ��*
	������� � ��������� ���������������� x0� 	�� &��� ∃f ′(x0) �=0�
�� �� �'������ 

��#�� x = φ(y) '
��� ����� � ����� y0 = f(x0)
	��������
$� ������� ��(������ 	� 
���
��

φ′(y0) = 1
f ′(x0)

��� dx
dy

= 1
dy
dx

� ���
��
dy
dx

= 1
dx
dy

.

��	��� �� ,���� 	��������
$ 

��#�� y = arcsinx ���
x ∈ (−1, 1)�


����	�� /�� ��� y = arcsinx � x ∈ (−1, 1)� �� x = sin y� !��
y ∈ (−π

2 , π
2 )� 7
��#�� x = sin y ����!� ��������� � ��	������� ��

��������� (−π
2 , π

2 )� 	�� &��� dx
dy

= cos y �= 0 �� (−π
2 , π

2 )� 8������
������� ��	������� 	�&���


dy
dx

= 1
dx
dy

= 1
cos y = 1√

1 − sin2 y
= 1√

1 − x2
.

/���� �'������ (arcsinx)′ = 1√
1−x2

� x ∈ (−1, 1)� 9����!���� ����*

��������� ��� (arccos x)′ = − 1√
1−x2

� x ∈ (−1, 1)�
)������������� ��������
���� ��������� ���

(arctg x)′ =
1

1 + x2
� (arcctg x)′ = − 1

1 + x2 � x ∈ (−∞,∞).

"�� ��������� ���� � � ���� � '��� 	��
���� 	�������*
��� ���( 	������+�( &����������( 

��#��� .�� 
��'���� �(
��	���������� ������ &�� 	���������� � ��'�� ��

:��'� �'��!���� 	���'������� ������ ��

����#��������
������( 

��#��� ��	�+�� ��'�� � ��� 	���������( 	���'��(


��#��� �	������ �� ������
 � 	���������� ������� 

��#���

���



/� ' � � # � �

�� y = Cy = Cy = C y′ = 0y′ = 0y′ = 0
�� y = xay = xay = xa y′ = axa−1y′ = axa−1y′ = axa−1

y = xy = xy = x y′ = 1y′ = 1y′ = 1

y =
√

xy =
√

xy =
√

x y′ = 1
2
√

x
y′ = 1

2
√

x
y′ = 1

2
√

x
x > 0x > 0x > 0

�� y = axy = axy = ax y′ = ax ln ay′ = ax ln ay′ = ax ln a
y = exy = exy = ex y′ = exy′ = exy′ = ex

�� y = loga xy = loga xy = loga x y′ = 1
x ln a

y′ = 1
x ln ay′ = 1
x ln a

x > 0x > 0x > 0

y = ln xy = ln xy = ln x y′ = 1
xy′ = 1
xy′ = 1
x x > 0x > 0x > 0

�� y = sin xy = sin xy = sin x y′ = cos xy′ = cos xy′ = cos x
�� y = cos xy = cos xy = cos x y′ = − sin xy′ = − sin xy′ = − sin x

�� y = tg xy = tg xy = tg x y′ = 1
cos2 x

y′ = 1
cos2 x

y′ = 1
cos2 x

x �= π
2

+ πkx �= π
2

+ πkx �= π
2

+ πk

�� y = ctg xy = ctg xy = ctg x y′ = − 1
sin2 x

y′ = − 1
sin2 x

y′ = − 1
sin2 x

x �= πkx �= πkx �= πk

	� y = arcsin xy = arcsin xy = arcsin x y′ = 1√
1 − x2

y′ = 1√
1 − x2

y′ = 1√
1 − x2

−1 < x < 1−1 < x < 1−1 < x < 1

�
� y = arccos xy = arccos xy = arccos x y′ = − 1√
1 − x2

y′ = − 1√
1 − x2

y′ = − 1√
1 − x2

−1 < x < 1−1 < x < 1−1 < x < 1

��� y = arctg xy = arctg xy = arctg x y′ = 1
1 + x2y′ = 1
1 + x2y′ = 1
1 + x2

��� y = arcctg xy = arcctg xy = arcctg x y′ = − 1
1 + x2y′ = − 1
1 + x2y′ = − 1
1 + x2

��� y = sh xy = sh xy = sh x y′ = ch xy′ = ch xy′ = ch x
��� y = ch xy = ch xy = ch x y′ = sh xy′ = sh xy′ = sh x

��� y = th xy = th xy = th x y′ = 1
ch2 x

y′ = 1
ch2 x

y′ = 1
ch2 x

��� y = cth xy = cth xy = cth x y′ = − 1
sh2 x

y′ = − 1
sh2 x

y′ = − 1
sh2 x

x �= 0x �= 0x �= 0

)�!����� &��� �������� ��	������ 
���
�� (ln x)′ = 1
x � ��
*

��� ������� 

��#�� y = lnu(x) '
��� ����� ��� (ln u(x))′ =
= 1

u(x)u
′(x)� ;�������� 
���
�� ��'��#� 	��
��$��� �����!��*

��� �'������
0������� ��� ��'�� � �������� ������� ��
���� ��'�� � 	��

u(x) = x�

���



/� ' � � # � �

�� y = Cu(x)y = Cu(x)y = Cu(x) y′ = C · u′(x)y′ = C · u′(x)y′ = C · u′(x)
�� y = u(x)ay = u(x)ay = u(x)a y′ = au(x)a−1 · u′(x)y′ = au(x)a−1 · u′(x)y′ = au(x)a−1 · u′(x)

y =
√

u(x)y =
√

u(x)y =
√

u(x) y′ = 1
2
√

u(x)
· u′(x)y′ = 1

2
√

u(x)
· u′(x)y′ = 1

2
√

u(x)
· u′(x) u(x) > 0u(x) > 0u(x) > 0

�� y = au(x)y = au(x)y = au(x) y′ = au(x) ln a · u′(x)y′ = au(x) ln a · u′(x)y′ = au(x) ln a · u′(x)

y = eu(x)y = eu(x)y = eu(x) y′ = eu(x) · u′(x)y′ = eu(x) · u′(x)y′ = eu(x) · u′(x)

�� y = loga u(x)y = loga u(x)y = loga u(x) y′ = 1
u(x) ln a

· u′(x)y′ = 1
u(x) ln a

· u′(x)y′ = 1
u(x) ln a

· u′(x) u(x) > 0u(x) > 0u(x) > 0

y = ln u(x)y = ln u(x)y = ln u(x) y′ = 1
u(x)

· u′(x)y′ = 1
u(x)

· u′(x)y′ = 1
u(x)

· u′(x) u(x) > 0u(x) > 0u(x) > 0

�� y = sin u(x)y = sin u(x)y = sin u(x) y′ = cos u(x) · u′(x)y′ = cos u(x) · u′(x)y′ = cos u(x) · u′(x)
�� y = cos u(x)y = cos u(x)y = cos u(x) y′ = − sin u(x) · u′(x)y′ = − sin u(x) · u′(x)y′ = − sin u(x) · u′(x)

�� y = tg u(x)y = tg u(x)y = tg u(x) y′ = 1
cos2 u(x)

· u′(x)y′ = 1
cos2 u(x)

· u′(x)y′ = 1
cos2 u(x)

· u′(x) u(x) �= π
2

+ πku(x) �= π
2

+ πku(x) �= π
2

+ πk

�� y = ctg u(x)y = ctg u(x)y = ctg u(x) y′ = − 1
sin2 u(x)

· u′(x)y′ = − 1
sin2 u(x)

· u′(x)y′ = − 1
sin2 u(x)

· u′(x) u(x) �= πku(x) �= πku(x) �= πk

	� y = arcsin u(x)y = arcsin u(x)y = arcsin u(x) y′ = 1√
1 − u2(x)

· u′(x)y′ = 1√
1 − u2(x)

· u′(x)y′ = 1√
1 − u2(x)

· u′(x) −1 < u(x) < 1−1 < u(x) < 1−1 < u(x) < 1

�
� y = arccos u(x)y = arccos u(x)y = arccos u(x) y′ = − 1√
1 − u2(x)

· u′(x)y′ = − 1√
1 − u2(x)

· u′(x)y′ = − 1√
1 − u2(x)

· u′(x) −1 < u(x) < 1−1 < u(x) < 1−1 < u(x) < 1

��� y = arctg u(x)y = arctg u(x)y = arctg u(x) y′ = 1
1 + u2(x)

· u′(x)y′ = 1
1 + u2(x)

· u′(x)y′ = 1
1 + u2(x)

· u′(x)

��� y = arcctg u(x)y = arcctg u(x)y = arcctg u(x) y′ = − 1
1 + u2(x)

· u′(x)y′ = − 1
1 + u2(x)

· u′(x)y′ = − 1
1 + u2(x)

· u′(x)

��� y = sh u(x)y = sh u(x)y = sh u(x) y′ = ch u(x) · u′(x)y′ = ch u(x) · u′(x)y′ = ch u(x) · u′(x)
��� y = ch u(x)y = ch u(x)y = ch u(x) y′ = sh u(x) · u′(x)y′ = sh u(x) · u′(x)y′ = sh u(x) · u′(x)

��� y = th u(x)y = th u(x)y = th u(x) y′ = 1
ch2 u(x)

· u′(x)y′ = 1
ch2 u(x)

· u′(x)y′ = 1
ch2 u(x)

· u′(x)

��� y = cth u(x)y = cth u(x)y = cth u(x) y′ = − 1
sh2 u(x)

· u′(x)y′ = − 1
sh2 u(x)

· u′(x)y′ = − 1
sh2 u(x)

· u′(x) u(x) �= 0u(x) �= 0u(x) �= 0

:��'� ����'����� �� ����������� ��(���
 ��

����#���*
������ ��'��#� ��� 	���������( 	������+�( &����������( 

��*
#�� ���'(����� ��	������� ����
����

���



�� ������� �����

���� #
���
����� 	
�����$�� % ������
���

�������

,���� 	���������� �������( 

��#��� ��	����
� ��'�� � �
	������ ��

����#�������� �
���� 	����������� � ������!��

(u + v)′ = u′ + v′, (u · v)′ = u′ · v + v′ · u,

(C · v)′ = C · v′, (u
v
)′ = u′ · v − v′ · u

v2 � v �= 0.

:��'� �� ��������� �������� �� ��(���� ��

����#���*
������ �!� ���
������ � ��������( ��
���( '
��� ��������� '��
	���'����������

��	��� �� y = 5x4 + 2
√

x + 7�

����	�� 0������� 

��#�� 	����������� ��'�� �
��
 ���(

���!����(� 	�&���
 ���	����
���� 
���
��� ��� 	���������� �
�*
��� 	�� &��� ��������� � ��
( 	����( ���!����( ����� '
���
������� �� ���� 	�����������

y′ = 5(x4)′ + 2(
√

x)′ + 7′ = 5 · 4x3 + 2
1

2
√

x
+ 0 = 20x3 +

1√
x

.

6��� ��	��������� 
���
�� � � � ��'�� ��

��	��� 
� y = ( 5√
x3 − 3x)(3 3

√
x + 12 6√

x5 − 2)�

����	�� 0�	�+�� 

��#�$ � 
��'��� ��� ��

����#�*

������� 
���� y = (x3/5−3x)(3x1/3 +12x5/6−2) � ���	����
����

���
��� ��� 	���������� 	������������

y′ = (x
3
5 − 3x)′(3x

1
3 + 12x

5
6 − 2) + (x

3
5 − 3x)(3x

1
3 + 12x

5
6 − 2)′ =

=
(

3
5x− 2

5 −3
)

(3x
1
3 +12x

5
6−2) + (x

3
5 − 3x)

(
3 · 1

3x− 2
3 + 12 · 5

6x− 1
6

)
=

=
(

3
5 5√

x2
− 3

)
(3 3
√

x + 12 6√
x5 − 2) + ( 5√

x3 − 3x)
(

1
3√
x2

+ 10
6
√

x

)
.

��	��� �� y = 2x3

7 − 3x2 �


����	�� 2�	����
�� 
���
�
 	���������� ������!��

y′ = 2
(

x3

7 − 3x2

)′
= 2(x3)′(7 − 3x2) − x3(7 − 3x2)′

(7 − 3x2)2
=

= 23x2(7 − 3x2) − x3(0 − 6x)
(7 − 3x2)2

= 221x2 − 3x4

(7 − 3x2)2
= 6x2(7 − x2)

(7 − 3x2)2
.

��	



��	��� �� y = 1
x + 1

x2 + 1
x3 �


����	�� )��!����� ������ �
��� ����� 	����

����*
#������� ��� �������� �� 	��5� '
��� ����� 	��������
$� 	���*
������ 

��#�$ � ���� y = x−1 + x−2 + x−3� /�!��

y′ = −1 · x−3 + (−2)x−3 + (−3)x−4 = − 1
x2 − 2

x3 − 3
x4 .

0������� ���
(

1
xn

)′
= − n

xn+1 � � � �������+�� '
��� &��� 	���*
���������

��	��� �� y = x3 + cos x
ln 7 �


����	�� � ����������� ������ 

��#�� ����� ����������
	�&���
 ��� ������ ��	��������� 
���
�
 ��� 	���������� ���*
'�< 	��5� ����� 	��������
$� ��	���� 

��#�$ � ����
y = 1

ln 7(x3 + cos x)� /�!��

y′ = 1
ln 7(x3 + cos x)′ = 1

ln 7(3x2 − sin x).

��	��� �� y = 7 · 23x+1�


����	�� :��'� ���	����������� ��'������ 	����������
(ax)′ = ax ln a� ��	�+�� 

��#�$ � ���� y = 7 · 23x · 2 = 14 · 8x�
/�!��

y′ = 14 · (8x)′ = 14 · 8x ln 8.
��	��� �� y = (x sin α + cos α)(x cos α + sinα)�


����	�� 2�	����
�� 
���
�
 	���������� 	������������

�������� ��� sinα � cos α - 	��������� ���������

y′= (x sin α + cos α)′(x cos α + sinα)+
+(x sinα + cos α)(x cos α + sinα)′ =
= (sin α + 0)(x cos α + sinα) + (x sinα + cos α)(cos α + 0) =
= x sinα cos α + sin2 α + x sinα cos α + cos2 α =
= 2x sinα cos α + sin2 α + cos2 α = x sin 2α + 1.

0���� '��� ��	��������� 
���
�� ���!���������
sin 2α = 2 sinα cos α � sin2 α + cos2 α = 1.

��	��� �� y = 3 arctg x
5(1 + x2)

�


����	�� "� 
���
�� 	���������� ������!� �����

y′ = 3
5

(
arctg x
1 + x2

)′
= 3

5
(arctg x)′(1 + x2) − (arctg x)(1 + x2)′

(1 + x2)2
=

��




= 3
5

1
1+x2 (1 + x2) − arctg x2x

(1 + x2)2
= 3

5
1 − 2x arctg x

(1 + x2)2
.

6��� ��	��������� 
���
�� � � �� ��'�� ��
��	��� �� y = (1 − x2) arccos x�


����	�� "� 
���
�� 	���������� 	����������� �����
y′ = (1 − x2)′ arccos x + (1 − x2)(arccos x)′ =

= −2x arccos x + (1 − x2)(− 1√
1 − x2

) = −2x arccos x −
√

1 − x2.

6��� ��	��������� 
���
�� � � �= ��'�� ��
��	��� ��� )������� 	���������� 

��#�� y = sinx cos x

� y = shx ch x�


����	�� (sin x cos x)′ = (sinx)′ cos x + sinx(cos x)′ =
= cos x · cos x + sinx(− sin x) = cos2 x − sin2 x = cos 2x�

(shx ch x)′ = (shx)′ ch x + shx(ch x)′ =
= chx · ch x + sh x · sh x = ch2 x + sh2 x = ch 2x.

6��� ��	��������� 
���
�� >� ?� � � �3 ��'�� �� � �����
cos2 α − sin2 α = cos 2α � ch2 α + sh2 α = ch 2α.

2��������� ��� 	���������� �'��( 

��#�� ���$� ���
 �
�
 �� 
���
 ��	����

��	��� ��� y = 2x · 3x(tg x + ctg x)�


����	�� 0�	�+�� 

��#�$ � ���� y = 6x(tg x + ctg x) �
���	����
���� 
���
��� ��� 	���������� 	������������

y′ = 6x ln 6 · (tg x + ctg x) + 6x(
1

cos2 x
− 1

sin2 x
) =

= 6x ln 6 · (tg x + ctg x) + 6x sin2 x − cos2 x

sin2 x cos2 x
=

= 6x ln 6 · (tg x + ctg x) − 4 · 6x ctg 2x
1

sin 2x
.

6��� ��	��������� 
���
��  � @ � A ��'�� ��

��	��� �
� S(t) = 3
5 − 2t + t2

2 � ,���� S′(0) � S′(2)�


����	�� S′(t) = 3′(5 − 2t) − 3(5 − 2t)′

(5 − 2t)2
+ 2t

2 = 6
(5 − 2t)2

+ t�

� 
�������( �����( S′(0) = 6
25 � S′(2) = 6 + 2 = 8�

��	��� ��� r(φ) = sin φ
1 − cos φ

� ,����
dr(π/2)

dφ
�

dr(π)
dφ

�

���




����	�� dr
dφ

= (sin φ)′(1 − cos φ) − (sin φ)(1 − cos φ)′

(1 − cos φ)2
=

=
cos φ(1 − cos φ) − sinφ(0 + sinφ)

(1 − cos φ)2
=

=
cos φ − cos2 φ − sin2 φ

(1 − cos φ)2
= cos φ − 1

(cos φ − 1)2
= 1

cos φ − 1 .

� 
�������( �����(
dr(π/2)

dφ
= −1� dr(π)

dφ
= −1

2 �

��	��� ��� z(y) = ( 3
√

y2 + 1)y� ,����
dz(8)
dy

�


����	�� dz
dy

= (y2/3 + 1)′y + (y2/3 + 1)y′ = 2
3y−1/3y +

+ (y2/3 + 1) · 1 = 5
3y2/3 + 1 ⇒ dz(8)

dy
= 5

3 · 82/3 + 1 = 5
3 · 4 + 1 = 23

3 �

��	��� ��� v(t) = 1 − et

1 + et � ,���� v′(0)�


����	�� v′(t) = (1 − et)′(1 + et) − (1 − et)(1 + et)′

(1 + et)2
=

= −et(1 + et) − (1 − et)et

(1 + et)2
= −2et

(1 + et)2
⇒ v′(0) = −1

2 �

��	��� ��� y = arcsinx
1 − x2 � ,���� y′(1

2)�


����	�� y′ = (arcsinx)′(1 − x2) − (arcsinx)(1 − x2)′

(1 − x2)2
=

=
1√

1−x2
(1 − x2) − (arcsinx)(−2x)

(1 − x2)2
=

√
1 − x2 + 2x arcsinx

(1 − x2)2
⇒

⇒ y′(1
2) =

√
1 − 1

4 + 2 · 1
2 · π

6

(1 − 1
4)2

=

√
3
4 + π

6

(3
4)2

= 16
9

(√
3

2 + π
6

)
.
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���� ��+��� ������������*
��� 	������������� ��
��� ��'�� � 	���������( �������( &��*
��������( 

��#���

�� y = 7x3 + x2

2 − 3x< �� y = 3
√

x + 3√5<
 � y =

√
x(7 − 5√

x3)< 3� y = 5√7(
√

x − 3√
x
)<

>� y = 2x − x3

3(4 − x2)
< ?� y = 7 − 5x2

arctg 2 < @� y = x
1 − cos x <

A� y = xe · ex< B� y = 10x · lg x< �=� y = 10x · lg π<

���



��� y = 1 + x2

arctg x < ��� y = 1
arcsinx < � � y = 1 − ch x

1 + chx
<

�3� y = shx · thx< �>� S(t) = t
1 − t2

� ,���� S′(0) � S′(2)�

�?� v(t) = 2√
t

+ 3
3√
t
� ,����

dv(1)
dt

�

�@� r(φ) = φ · sinφ + cos φ� ,���� r′(2
3π)�

�A� r(φ) = (2 − φ2) cos φ + 2φ sinφ� ,���� dr
dφ

�

;������

3� y′ = 5√7
(

1
2
√

x
+ 3

2x
√

x

)
< >� y′ = 1

3 · x4 − 10x2 + 8
(4 − x2)2

<

?� y′ = − 10x
arctg 2 < A� y′ = ex · xe−1(e + x)<

��� y′ = − 1
arcsin2 x

1√
1 − x2

< �?�
dv(1)

dt
= −2�

���� #
���
����� � ����� �������

,�	����� 	������ ��

����#�������� ������� 

��#��
y = f(u(x))� ������������� � 	� ����

dy
dx

= dy
du

du
dx

.

2�	����
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���� ����� 	���������� ��
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��#���

��	��� �� y = tg5 x�


����	�� .����� 

��#�� �������� ���	���#��� ���	��*
��� � ���!�������������� 

��#��� 2�	����
� 
���
�
 �� '
���
�����

y′ = 5 tg4 x(tg x)′ = 5 tg4 x 1
cos2 x

.

��	��� 
� y = 3√ln2 x�


����	�� 0�	�+�� 

��#�$ � ���� y = (lnx)2/3� .�����


��#�� �������� ���	���#��� ���	����� � ��!���
��������


��#��� "� ��� �� 
���
�� � '
��� �����

y′ =
2
3
(ln x)−1/3(lnx)′ = 2

3 3√lnx
1
x.

��	��� �� y = 2sin x�


����	�� 7
��#�� �������� ���	���#��� 	������������ �
���!�������������� 

��#��� "� 
���
��  ��'�� � '
��� �����

���



y′ = 2sin x ln 2(sinx)′ = 2sin x ln 2 · cos x.

��	��� �� y = 2sin(ln x)�


����	�� .����� 

��#�� �������� ���	���#��� 
�� ���(
&����������( 

��#�� - 	������������� ���!�������������� �
��!���
��������� "� 
���
��  �����

y′ = 2sin(ln x) ln 2(sin(lnx))′.
� ���$ �������� 	� 
���
�� > �����

(sin(lnx))′ = cos(lnx)(lnx)′ = cos(lnx)
1
x

.

;����������� '
��� �����
y′ = 2sin(ln x) ln 2︸ ︷︷ ︸

1

· cos(ln x)︸ ︷︷ ︸
2

1
x︸︷︷︸
3

.

4��
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����#�������� - #�	���� �� ���( �������������
������ �� ������( 	��
��� 	� 
���
�� ��� 	���������� ����*
������
$5�� &����������� 

��#���

��	��� �� y = earctg
√

x�


����	�� 7
��#�� �������� ���	���#��� 	�������������
�'������ ���!�������������� � ���	����� 

��#��� "� 
���
��
 '
��� �����

y′ = earctg
√

x(arctg
√

x)′.
"� 
���
�� �� �����

(arctg
√

x)′ = 1
1 + (

√
x)2

(
√

x)′ = 1
1 + x

1
2
√

x
.

;����������� '
��� �����

y′ = earctg
√

x︸ ︷︷ ︸
1

1
1 + x︸ ︷︷ ︸

2

1
2
√

x︸ ︷︷ ︸
3

.

��	��� �� y = arctg(sh x
3 )�


����	�� 7
��#�� �������� ���	���#��� �'������ ���!�*
�������������� !�	��'��������� � �������� 

��#��� 2�	����
�

���
�� �� � � ��'�� �� '
��� �����

y′ = 1
1 + sh2 x

3
ch x

3
1
3
.

/�� ��� ��� !�	��'��������( 

��#�� ch2 x− sh2 x = 1� �� ����*
�������� '
��� �����

���



y′ = 1
ch2 x

3
ch x

3 · 1
3 =

1
3 ch x

3
.

��	��� �� y = sin(cos2(tg3 7x))�

����	�� 7
��#�� �������� �
	��	���#��� +���� &�����*

�����( 

��#��< �������������� ���
����� ��

����#��������
'
��� 	����������� ��'�� #�	���
 �� +���� ��������

y′= cos(cos2(tg3 7x))︸ ︷︷ ︸
1

· 2 cos(tg3 7x)︸ ︷︷ ︸
2

· (− sin(tg3 7x))︸ ︷︷ ︸
3

×

× 3 tg2 7x︸ ︷︷ ︸
4

· 1
cos2 7x︸ ︷︷ ︸

5

· 7︸︷︷︸
6

.

��	��� �� y = ln(ln(lnx))�

����	�� 7
��#�� �������� ���������� ���( ��!���
��*

�����( 

��#��� /����� ��	����
� 
���
�
 3 ��'�� �� '
���
�����

y′ = 1
ln(lnx)

1
lnx

1
x.

��	��� �� y = 222x

�


����	�� 7
��#�� �������� �
	��	���#��� ���( 	�����*
������( 

��#��� /����� ��	����
� 
���
�
  � 	��
���

y′ = 222x

ln 2 · 22x
ln 2 · 2x ln 2.

��	��� ��� y = sin3(arctg 7
√

π)�


����	�� y′ = 0 	� 
���
�� ��
��	��� ��� y = 55x

+ 5x5
+ x55

�


����	�� "����� ���!����� �������� ���	���#��� ��
( 	�*
����������( 

��#��� ������ - 	������������ � ���	������ ���*
��� ���!����� - ���	����� 

��#�� ��� ��������� "�&���


y′ = (55x
)′ +(5x5

)′ +(x55
)′ = 55x

ln 5 ·5x ln 5+5x ln 5 ·5x4 +55 ·x55−1.

��	��� �
� y =
√

1 − x2

1 + x2 �


����	�� "� 
���
�� �

y′ = 1

2

√
1 − x2

1 + x2

(
1 − x2

1 + x2

)′
.

"� 
���
�� ��� 	���������� ������!�

���



(
1 − x2

1 + x2

)′
= −2x(1 + x2) − (1 − x2)2x

(1 + x2)2
= −4x

(1 + x2)2
.

;����������� '
��� �����

y′ = −2
√

1 + x2

1 − x2
x

(1 + x2)2
.

��	��� ��� y = ln
√

1 − cos x
sinx �


����	�� /�� ��� 

��#�� �	�������� 	�� 
������� ���
1 − cos x

sinx > 0� �� ����
$ 

��#�$ � �� �'����� �	��������� ���*
�� ��	����� � ����

y = 1
2 ln 1 − cos x

sinx = 1
2 ln

2 sin2 x
2

2 sin x
2 cos x

2
= 1

2 ln(tg x
2 ).

� ����� ��	��� ����� 	��������
$ !������ 	��5�� ��� �� 

��*
#��� �������� 	�������������

y′ = 1
2

1
tg x

2

1
cos2 x

2

1
2 = 1

2
1

2 sin x
2 cos x

2
= 1

2 sin x.

��	��� ��� y = sin(cos2 x) cos(sin2 x)�


����	�� "� 
���
�� 	���������� 	�����������
y′ = (sin(cos2 x))′ cos(sin2 x) + sin(cos2 x)(cos(sin2 x))′.

2�	����
� 	������ ��

����#�������� ������� 

��#��� '
*
��� �����
y′= cos(cos2 x) · 2 cos x(− sinx) cos(sin2 x)+

+ sin(cos2 x)(− sin(sin2 x)) · 2 sinx cos x =
= − cos(cos2 x) sin 2x cos(sin2 x) − sin(cos2 x) sin(sin2 x) sin 2x =
= − sin 2x(cos(cos2 x) cos(sin2 x) + sin(cos2 x) sin(sin2 x)) =
= − sin 2x cos(cos2 x − sin2 x) = − sin 2x cos(cos 2x).

,� 	�������� &��	� 	���'��������� '��� ��	��������� 
���
��
cos(α − β) = cos α cos β + sinα sinβ.

��	��� ��� y = arcsin 2x
1 + x2 �


����	�� "� 
���
�� B ��'�� � �����

y′ = 1√
1 − (

2x

1 + x2
)2

(
2x

1 + x2

)′
=

���



= 1√
1 − 4x2

1 + 2x2 + x4

21 + x2 − 2x2

(1 + x2)2
=

= 2 1√
1 − 2x2 + x4

1 + 2x2 + x4

1 − x2

(1 + x2)2
= 2

√
(1 + x2)2

(1 − x2)2
1 − x2

(1 + x2)2
=

= 2 1 + x2

|1 − x2|
1 − x2

(1 + x2)2
= 2(1 − x2)

|1 − x2|(1 + x2)
.

0����
√

(1 − x2)2 = |1 − x2|� 	�������
 �������� (1 − x2) �����
	�������� ��� 	������������� ��� � ����#�������� ���������
/���� �'������

y′ =

⎧⎨
⎩

2
1 + x2 , ���� |x| < 1,

− 2
1 + x2 , ���� |x| > 1.

� �����( x = ±1 	���������� ���	�� ������� ,�(������� ����*
��������( 	���������( � �����( x = ±1 �	
�����

��	��� ��� ,���� 	��������
$ 

��#��
y =

√
φ2(x) + g2(x)� ���� ��������� ��� ∃φ′(x) � ∃g′(x)�


����	�� ���	����
���� 
���
��� ��
y′ = 1

2
√

φ2(x) + g2(x)
(φ2(x) + g2(x))′ =

= 1
2
√

φ2(x) + g2(x)
(2φ(x)φ′(x) + 2g(x)g′(x)).

��	��� ��� y = f(sin2 x) + f(cos2 x)�

����	�� 0���� 

��#�� f(u(x)) ����� '��� �$'��� ��*

	������ ln(u(x))� tg(u(x)) � ���� "� 	�����
 ��

����#��������
������� 

��#��

y′ = f ′(sin2 x)(sin2 x)′ + f ′(cos2 x)(cos2 x)′ =
= f ′(sin2 x)2 sinx · cos x + f ′(cos2 x)2 cos x(− sin x) =

= f ′(sin2 x) sin 2x − f ′(cos2 x) sin 2x =
= sin 2x · (f ′(sin2 x) − f ′(cos2 x)).

��	��� ��� 8'������� � �	������������ 
���
��∣∣∣∣∣f11(x) f12(x)
f21(x) f22(x)

∣∣∣∣∣
′
=

∣∣∣∣∣f
′
11(x) f ′

12(x)
f21(x) f22(x)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣f11(x) f12(x)
f ′
21(x) f ′

22(x)

∣∣∣∣∣ .

���




����	�� �������� �	����������
y = f11(x)f22(x) − f12(x)f21(x)

� ������ �!� 	��������
$�
y′ = f ′

11(x)f22(x) + f11(x)f ′
22(x) − f ′

12(x)f21(x) − f12(x)f ′
21(x) =

= (f ′
11(x)f22(x) − f ′

12(x)f21(x)) + (f11(x)f ′
22(x) − f12(x)f ′

21(x)) =

=

∣∣∣∣∣f
′
11(x) f ′

12(x)
f21(x) f22(x)

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣f11(x) f12(x)
f ′
21(x) f ′

22(x)

∣∣∣∣∣,
��� � ���'������� ���������

2��������� ��� 	���������� �� 

��#��������!� �	������*
���� �$'�!� 	������ ��(������ �����!�����

)������������� ��������
���� ����� 	���������� ����
$*
5�( 

��#���

�� y = ln7 x< �� y =
√

tg 3x<

 � y = 5cos
x
3 < 3� y = ectg 7x<

>� y = ln(arctg x√
2
< ?� y = log1/2(lnx)<

@� y = ln4(sin x)< A� y = ln(sin4 x)<
B� y = arcsin(lnx)< �=� y = arccos(e−x)<
��� y = earctg

√
x< ��� y = eex

+ exe
<

� � y =
√

x +
√

x< �3� y = ln(x +
√

x2 + 1)<

�>� y =
(

sinx
1 + cos x

)3
< �?� y = 2

x
ln x <

�@� y = arctg
√

1 − x
1 + x < �A� y = 2 cos x√

cos 2x
<

�B� y = 1
4 ln 1 + x

1 − x − 1
2 arctg x< �=� y = 1

ln3(ln2(ln x))
<

��� y = 2
5
√

ch 3
x < ��� y = arctg(th x)<

� � y = 3
√

eth πx

ch2 πx
< �3� y = 7

√
cos3 2π

5

1 + sin2 π
5

<

�>� y = ln f(x)< �?� y = f(ex)ef(x)�

;������
@� y′ = 4 ln3(sinx) 1

sinx cos x< A� y′ = 1
sin4 x

· 4 sin3 x cos x<

��� y′ = earctg
√

x 1
1 + x

1
2
√

x
< �3� y′ = 1√

1 + x2
<

���



�>� y′ = 3 sin2 x
(1 + cos x)3

< �@� y′ = − 1
2
√

1 − x2
<

�B� y′ = x2

1 − x4 < ��� y′ = 1
ch 2x

(ch 2x = ch2 x + sh2 x)<

�3� =< �?� y′ = f ′(ex)exef(x) + f(ex)ef(x)f ′(x)�

��!� &���
���������� �����
����
�
����

,�	������ ���(
(u(x))λ

)′=λ(u(x))λ−1 · u′(x) - 	���������� ���	����� 

��#���(
au(x)

)′
= au(x) ln a · u′(x) - 	���������� 	������������ 

��#���

7
��#�$ ���� y = (f(x))g(x) (f(x) > 0)� �������5
$ 	���*
����
$ �������
 ��� � ���������� ��� � � 	��������� ���	����
��� ��������� 	������ �������� ���	����*	������������� .�� ��*
(������� 	���������� ����� 

��#�� 	������$� ��� �������*
��� ��!���
�������� ��

����#���������

"����!���
������� 

��#�$ y = (f(x))g(x)� 	��
���
ln y = g(x) ln f(x).

������� 	���������� 	� 	��������� x �� ����� � 	����� ������
	��
�����!� ���������� "��������
$ ����� ����� ������ 	� 
��*
�
�� 3� � ������� ���� u(x) '
��� �!���� y(x)�

(ln y)′ = 1
y · y′.

"��������
$ 	����� ����� ������ 	� 
���
�� ��� 	����������
	������������ 	�� &��� 	��������
$ �����!� ����������� �����
������ 	� 
���
�� 3�

(g(x) ln f(x))′ = g′(x) ln f(x) + g(x) 1
f(x)f ′(x).

"���������� ��������� 	����������� '
��� �����
1
y · y′ = g′(x) · ln f(x) + g(x) 1

f(x)f ′(x).

8������ �'� ����� ��������� �� y = (f(x))g(x)� 	��
���

y′ = (f(x))g(x)(g′(x) ln f(x) + g(x)
f(x)f ′(x)).

%��� 	��
����
$ 
���
�
 ��	����� � ����
y′ = (f(x))g(x)g′(x) ln f(x) + g(x)(f(x))g(x)−1f ′(x),

�� ����� ��������� ��� 	����� ���!����� - 	���������� �� �����*
��� 

��#��� ���� �� ������������� ��� 	����������
$� ������
���!����� - 	���������� �� �������� 

��#��� ���� �� �������*

��	



������ ��� ���	���
$� ����� ����������� �� �� 	������� 
��'���
��(����� 	��������
$ �� ���	����*	������������ 

��#��� 	��*
����� ��!���
�������� ��

����#���������

,����� 	���������� ���������( ���	����*	�����������(


��#���

��	��� �� y = xx - 	������+�� ���	����*	������������


��#�� �x > 0��


����	�� ln y = x lnx�
.�

����#��
� �'� ����� ���������� 	��
���
1
y · y′ = lnx + x · 1

x ⇒ y′ = y(ln x + 1) ���

y′ = xx(lnx + 1).

��	��� 
� y = x
√

tg x� 0 < x < π
2 �


����	�� 0�	�+�� 

��#�$ � ���� u = (tg x)1/x � 	����*
!���
���
���

ln y = 1
x · tg x.

"����

����#��
�� �'� ����� ����������
1
y · y′= − 1

x2 tg x + 1
x

1
cos2 x

⇒
⇒ y′ = x

√
tg x

(
− 1

x2 tg x + 1
x

1
cos2 x

)
.

��	��� �� y = (sin x)(cos x)x
� 0 < x < π

2 �


����	�� C�!���
���
� �'� ����� ���������� 	��
���
ln y = (cos x)x ln(sinx).

"����� ����������� 	��
�����!� 	����������� �������� ���	��*
��*	������������ 

��#���� 	�&���
 ��������� ���'(�������� 	�*
������!� ��!���
����������

ln ln y = x ln cos x + ln(ln sinx).
"����

����#��
�� �'� ����� ��������� 	� 	��������� x�

1
ln y

1
y · y′ = ln cos x + x 1

cos x(− sinx) + 1
ln sinx

1
sinx cos x.

8������ �'� ����� ��������� �� y ln y� 	��
���
y′ = y ln y · (ln cos x − x tg x + 1

ln sinx
ctg x).

0������ y � ln y �( ����������� ����� x� ������������ '
���
�����

y′ = (sin x)(cos x)x
(cos x)x ln sinx(ln cos x − x tg x + ctg x

ln sinx
).

�	




��	��� �� y = 4
√

x3e
√

x√
e2x − 1

� x > 0�


����	�� 7
��#�� �� �������� ���	����*	������������� ��
	�������������� ��!���
��������� ����� 

��#�� �����������
�'��!��� ��(������� �� 	����������� "������� 	������ ��!�*
��
��������� ���	���� 	����������� � ������!�� '
��� �����

ln y = 1
4(3 ln x +

√
x − 1

2 ln(e2x − 1)).
.�

����#��
� �'� ����� ���������� 	��
���

1
y · y′ = 1

4

(
3
x + 1

2
√

x
− e2x

e2x − 1

)
⇒

⇒ y′ = 4
√

x3e
√

x√
e2x − 1

1
4

(
3
x + 1

2
√

x
− e2x

e2x − 1

)
.

)������������� ��������
���� ����� 	���������� ����
$*
5�( 

��#���

�� y = (sin x)x< �� y = (tg x)cos x<  � y = x
√

x<

3� y = xx2
< >� y = xax

< ?� y = xxx
<

@� y = 4
√

x(x2 + 1)
(x2 + 4)2

< A� y =
√

xearctg
√

x
√

ex − 1�

;������

�� y′ = (sin x)x(ln sinx + x tg x)<

?� y′ = xxx · xx lnx(1 + lnx + 1
x ln x)<

A� y′ = 1
2
√

xearctg
√

x
√

ex − 1
(

1
x + 1

x + 1
1

2
√

x
+ ex

2(ex − 1)

)
�

�� �������� ����� ��� ���	�
	�
����	�

���	
�

���� 8'�������� ��� 

��#�� y = ln 1
1 + x 
������������


�������$ xy′ + 1 = ey�

��
� 8'�������� ��� 

��#�� y = arcsinx√
1 − x2


������������


�������$ (1 − x2)y′ − xy = 1�

�	�



���� ,���� 	���������� �������( 

��#�� � 
�������(
�����(�

;������

�� y =
√

x + 2
x + 10 � x0 = −1 y′(−1) = 4

27 <

�� y =
(

x2

2 − x3

3

)5

� x0 = 1 y′(1) = 0<

 � y = 8√
3x2 + 4

� x0 = 2 y′(2) = −3
4 <

3� y = sin4 πx
12 � x0 = 3 y′(3) = π

12 <

>� y = etg 2x

cos2 2x
� x0 = 0 y′(0) = 2<

?� y = xln x� x0 = e2 y′(e2) = 4e2<

@� y = 3
√

x − 1 · e−x� x0 = 1 y′(1) = +∞�
���� )�������� 
�������� ����������( � �������� � !��
�*

��� 

��#��� �������( � 	� � � � �����( � 
�������� �'�#������
���� 8'�������� ��� ������������ 	���������� � !��
��




��#�� y = x3 + earctg x � �$'�� �!� ������ ��������� � ��� Ox
	�� ������ 
!����

���� "�� ����( ��������( ��!
����� ������������ 	����*
������ � !��
��
 

��#�� y = x 5

√
x − 2� '
���

�� 	���������� ��� Ox<
'� 	��	�����
����� ��� OxD

;����� �� x = 5
3 < '� x = 2�

���� � ����� ����� !��
��� 

��#�� y = x·lnx �����������
'
��� 	���������� 	����� 2x − y + 3 = 0D )�������� 
��������
&��� ������������

;����� x = e� y = 2x − e�
���� � ����( �����( !��
�� 

��#�� y = x + 3√sin x �����

������������ �����������D

;����� x = kπ� k = 0,±1,±2, ...
���� ,���� ���������� �� ������ ��������� �� ������� �

!��
��
 

��#�� y = e2x + x2� 	���������� � ����� M0(0, 1)�

;����� 2√
5
�

�	�



����� "�� ������ 
!���� 	�������$��� ������ y = x2 �
x = y2 �
!�� 	���������� �����( �	���������� ��� 
!�� ����

������������� 	����������� � ������ � ����� 	�����������D

;����� α1 = π
2 � α2 = arctg 3

4 �

����� "�� ����� 
!��� 	�������$��� !�	��'��� y = 3
x �

	���'��� y = x2 + 2xD

;����� α = arctg 7
11 �

���
� E�	� ������!� ����� ���	���!����� 	� �
!� 	���'���
x2 = 2py� "����� ����� AB = 50 �� ������ 	������ ����� > ��
;	�������� 
!�� 	������ � ����� A�

;����� tg α = −0.4�
����� 0���� ������������!� ���	��� ���������� 
���
���

N = N0 ·e−λt� !�� N0 - ��������� ���������� ������� λ - 	������*
��� ������������!� ���	���� t - ����� ���	���� ,���� ��������
������������!� ���	��� � ��������� ������ ��������

;����� −λ · N0�
����� F��������� &������������� 	������$5�!� ����� 	�*

	������� ������� 	��������� �� ����� t �� ������� �������� 	�
�����
 q(t) = 1−cos 3t� 0 � t � π

3 � ;	�������� ���
 ���� � ������

������� t0 = π
6 ��

;����� I(π
6 ) = 3 G�

����� "�� ������� ������������ ����� ����
 �!� �������
q � ��	�������� U �	���������� ���������� q = 4 · 10−7U4−
−10−12U2� ,���� ����������
$ ������� ������������ 	�� ��*

	������� U = 50 �� ������������� ������� C = dq
dU

� ����� q

���������� � �
����(� ��	������� U - � ������(��

;����� C = 0.3�
����� ) ����� ��������$ ���������� 	��5��� ��
!� � ���

������� ��!�� �!� ����
� R = 10 ��� ���� ����
� ��
!� ������
���������� �� ��������$ � ��HID

;����� 40π ��2HI�
����� 2� ����!� � ��!� �� 	���� ������������ ��+�� ���

	���(���� ���� �� ��������$  = ��H� � ��	��������� �� ������

�	�



��
!�� �� ��������$ 3= ��H� � ��	��������� �� ������� ) �����
��������$ '
��� ���������� ���������� ����
 ����D

;����� >= ��H��
����� J����������� ����� �����+��� !������������ ����*

'���� � �������� ν = 0.5 1# 	� �����
 x = A cos(ωt + φ)� !�� x -
���5���� ����'�$5���� ����� �� 	�������� ����������� A - ��*
	���
�� ����'����� ω = πν - #���������� �������� φ - ���������

���� ,���� 
�������� � ������� ��!�� x = 1.5 ��� ���� A = 3 ���

������	�� a = dv
dt

� v = dx
dt

�

;����� a = 59.16 ��H�2�

�	�



���� �������	��
��� ����
��

�� �������� �	
�	�� 
�	���� ���
���

	
��
�

���� ����
� ���"������' 	�
������ �������

y = f(x)y = f(x)y = f(x) 
 ��
�������� ����� x0x0x0� �� � �
��

��� ������� ����� 
 ����� M0(x0, y0)M0(x0, y0)M0(x0, y0) ���

� ����� ������ '����

:��'� �������� �� ��	����

4��� �

���'(����� �������� ���'�������
	�������� 	����5���� 

��#��
∆y = f(x0+∆x)−f(x0) � ������*
����� ����� x0 ����� ���

∆y = |PM | = |PN | + |NM |.
,������ ����������� ���������*
�� �
5���������$ 	����������
f ′(x0)� /�� ��� 	�� &���
f ′(x0) = tg α� ��

|NP | = tg α · ∆x ⇒
⇒ ∆y = f ′(x0)∆x + |NM |.

;������� ��������� ������ ����������� ���!����!� |NM | �� ∆x�

���� (� 	
���
� ������� y = x3y = x3y = x3 	������'� ���

|MN | = o(∆x)|MN | = o(∆x)|MN | = o(∆x) "��������� �� �� "� �� 
����

���� 	�
���� �� ����� ��� ∆x∆x∆x� 	
� ∆x → 0∆x → 0∆x → 0
)
��� �*

∆y= (x0 + ∆x)3 − x3
0 = x3

0 + 3x2
0∆x + 3x0∆x2 + ∆x3 − x3

0 =
= 3x2

0∆x + 3x0∆x2 + ∆x3 = f ′(x0)∆x + 3x0∆x2 + ∆x3︸ ︷︷ ︸
|MN |

.

�	�



;�������� ���

lim
∆x→0

3x0∆x2 + ∆x3

∆x = 0 ⇒
⇒ |MN | = o(∆x) 	�� ∆x → 0.

/���� �'������ � ����������� ����� x0

	����5���� 

��#��� ���$5�� � &���
����� ������
$ 	��������
$� �����
	���������� � ����
∆y = f ′(x0)∆x + o(∆x)� !�� f ′(x0) = A

4��� �

- 	��������� ��������� o(∆x) - '����*
����� ����� '���� ������!� 	������
�������� ��� ∆x� 	�� ∆x → 0�

��!� +	
��� ���� �����
����
����� �������

� �����
����� �

���������	� �� 7
��#�� y = f(x) ���������� ��

����*
#��
���� � ����� x0� ���� 	����5���� 

��#�� � &��� ����� ���*
�� 	���������� � ����

∆y = A∆x + o(∆x). ���
���������	� 
� )��!����� A ·∆x 	����5���� ∆y ������*

���� ��

����#����� 

��#�� y = f(x) � ����� x0 � �'������*
���� df(x0) ��� dy�

/���� �'������

df(x0)
def= A · ∆x, ���

� ��!�� ∆y = dy + o(∆x)�

��,� -�� �������� �����
����
������'

������� 	
� A �= 0A �= 0A �= 0� #
� A = 0�

"�� A �= 0 �����

lim
∆x→0

∆y
dy

= lim
∆x→0

A∆x + o(∆x)
A∆x = lim

∆x→0

(
1 + o(∆x)

A∆x

)
= 1,

�� ���� 	�� A �= 0 	����5���� 

��#�� ∆y � �� ��

����#���
dy ����$��� &������������� '��������� ������ 	�� ∆x → 0�
	����� ��

����#��� A∆x �������� !������� �������� ������*
������ ∆x �����$ 	����5���� ∆y�

�	�



%��� �� A = 0� �� ∆y = o(∆x)� �� ���� � &��� ��
��� 	��*
��5���� 

��#�� �������� '��������� ����� '���� ������!� 	�*
����� �������� ��� ∆x� 	�� ∆x → 0�

��.� ����
� �
��' ����� �����
����
������'�

������� 
 ����� � ��/���
�
�����

	
���
����� 
 %��� ������

� 	� ��� 	�� ������������ 	����5���� 

��#�� y = x3 '���
	��
����

∆y = 3x2
0∆x + o(∆x) ��� ∆y = f ′(x0)∆x + o(∆x),

� &��� ��!����� �	��������$ ��

����#��
������ � ��

����*
#���� 

��#��� ��������� ���

dy = f ′(x0)∆x.
9����!����� 
���
�� ����� ����� � ��� �$'�� ��
!�� ��

�*
���#��
���� 

��#���

������� �� .�� ��!� ���'� 

��#�� y = f(x) '��� ��
*

����#��
���� � ����� x0� ���'(����� � ����������� ���'� ���
����� � &��� ����� 	��������
$� 	�� &��� ����� ����� 
���
��

df(x0) = f ′(x0)∆x.
� ������� ��
���� ��!�� f(x) = x� f ′(x) = 1� � ��!�� dx = ∆x�

�� ���� ��

����#��� ����������� 	��������� ���	����� � ��
	����5������

/���� �'������
df(x0) = f ′(x0)dx. � �

"������ ���!� 	���������� ��� ��� - &�� �	��������� ��
*

����#��
���� 

��#��� ��� - �	��������� ��

����#����� � �
- �������������� 
���
�� ��� ��

����#�����

%��� 

��#�� ��

����#��
��� � ������ ����� x ������*
��!� ��������� X� ��!�� �� ���� &��� ���������

dy = f ′(x)dx. �3�
/���� �'������ ��(������� ��

����#���� 

��#�� ���*

����� � ��(������$ 	���������� �� &��� 

��#��� 2����� 	�*
&���
 ��� �	���#�� ��(������� 	����������� ��� � �	���#�� ��*
(������� ��

����#���� ���������� ��

����#���������


��#���

�	�



0������� ��� 
���
�� �3� �'K������ 	�����
 ��������!� ��*

��� ��� 	���������� �'��������� f ′(x) = dy
dx

� 	����� 
 &��!�
������������!� �'��������� 	���������� ��	��� �	���� �	����*
������ ����� - &�� ���� ����+���� ��

����#���� 

��#�� �
��

����#���
 �� ��!
������

��0� 1 ��� 	
���������� �������' 	������

�����
����
������� � �����
����� �

��������

2� �	��������� ��

����#��
������ � ��

����#����


��#�� ����
��� ��� 	�� ����( ∆x 	����5���� 

��#�� ∆y =
= y − y0 ����� �������� �� ��

����#����� dy = f ′(x0)∆x� 	��
&��� '
��� ��	
5��� 	�!��+������ ������� �������� '���������
����� '���� ������!� 	������ �������� ��� 	����5���� ��!
���*
��� "���������� &�� ��������� ��� �$'
$ ��

����#��
��
$ �
����� x0 

��#�$ � ���������� ����� ����������� &��� �����
����� �������� �������� 

��#��� ����

y = y0 + f ′(x0)(x − x0),
�� ���� �������� ��� 	��#��� ��������� ��������� 	���������
�'���� ����� x0 	����(���� ������� ������������ ��!
������ "��
��
����� 
��������( ������� ������ 

��#�� �� ������
$ ����*
����� ��� �'���� ��������������� ����� 	��#��� ��������� 	���*
������ �������� ��������� 	����(���5�� �����������

,�	������ ���� ��������� ����� �������� 	� �����

S = S(t)� �� 	� 
���
�� � � dS(t0) = S′(t0)∆t = v(t0)∆t - ���*
�������� ������� 	��+�� '� ����� �� ����� �� t0 �� t0 + ∆t� ����
'� ��� ���!����� ���������� �� ��������$ v(t0)� �������� ��
∆S �������������!� 	�����5���� ����� �� &�� ������ ��!�����
���� ����� �
��� dS(t0) + o(∆t)�

�� ������� �����

,� ��������� 
���
�� �3� � ��'��#� 	���������( �����*
��( &����������( 

��#�� ��	�+�� ��'��#
 ��

����#�����
�������( &����������( 

��#���

�	�



�� d(Cx) = Cdx< B� d arcsinx = 1√
1 − x2

dx<

�� dxλ = λxλ−1dx;
d
√

x = 1
2
√

x
dx� x > 0;

�=� d arccos x = − 1√
1 − x2

dx<

 � dax = ax ln adx;
dex = exdx;

��� d arctg x = 1
1 + x2 dx<

3� d loga x = 1
x ln a

dx� x > 0,

d lnx = 1
xdx� x > 0;

��� d arcctg x = − 1
1 + x2 dx<

>� d sinx = cos xdx< � � d sh x = chxdx<
?� d cos x = − sinxdx< �3� d ch x = shxdx<

@� d tg x = 1
cos2 x

dx< �>� d thx = 1
ch2 x

dx<

A� d ctg x = − 1
sin2 x

dx< �?� d cth x = − 1
sh2 x

dx� x �= 0�
"������ ��� ��(������� ��

����#���� �
���� 	������*

����� � ������!� ��

����#��
���( 

��#�� ���� ���������
�'����� ����
$� �� ����������
$5�( 	����� ��(������� 	����*
�����(�

�� d(u ± v) = du ± dv<
�� d(u · v) = v · du + u · dv� d(Cv) = Cdv<

 � d(uv ) = v · du − u · dv
v2 � v �= 0�

"����
	�� � ��+���$ ������

��� 0����� 

��#�� f(x) = 2x3−x2 +3� ,���� df(1) ��
��

�	���'����
�� 	� �	��������$ ��

����#����<
�� � ��	����������� 
���
�� dy = f ′(x0)dx�


����	��

�� ������� 	����5���� ∆y ����� ∆x�
∆y= f(1 + ∆x) − f(1) = (2(1 + ∆x)3 − (1 + ∆x)2 + 3) − 4 =

= 2 + 6∆x + 6∆x2 + 2∆x3 − 1 − 2∆x − ∆x2 + 3 − 4 =
= 4∆x︸︷︷︸

A∆x

+ 5∆x2 + 2∆x3︸ ︷︷ ︸
o(∆x)

.

"� �	��������$ df(1) = 4∆x�
�� 2�	����
�� 
���
�
 dy = f ′(x0)dx� .�� ������ 

��#��

�		



f ′(x) = 6x2 − 2x ⇒ f ′(1) = 4.
/���� �'������ dy = 4dx� !�� dx = ∆x�


�
� 2�	����
� 
���
�
 dy = f ′(x0)∆x� ����� ��

����*
#���� �������( 

��#�� � 
�������( �����( 	�� �������( ∆x�

�� f(x) =
√

x2 + 7� x0 = 3� ∆x = 0.4�


����	�� f ′(x) = 1 · 2x

2
√

x2 + 7
= x√

x2 + 7
⇒ f ′(3) = 3

4 �

/�!�� df(3) = 3
4 · 0.4 = 0.3

�� f(x) =
√

x2 − 3
x2 + 5

� x0 = −2� ∆x = 0.03�


����	�� f ′(x) = 1

2

√
x2 − 3
x2 + 5

2x(x2 + 5) − 2x(x2 − 3)
(x2 + 5)2

=

=
√

x2 + 3
x2 − 5

8x
(x2 + 5)2

⇒ f ′(−2) = −16
27 ⇒

⇒ df(−2) = −16
270.03 = −0.017(7).

 � f(x) = earctg
√

x� x0 = 1� ∆x = 0.04�


����	�� f ′(x) = earctg
√

x 1
1 + x

1
2
√

x
⇒ f ′(1) = eπ/4

4 ⇒

⇒ df(1) = eπ/4

4 0.04 = 0.01eπ/4.

��� ,���� ��

����#���� �������( 

��#�� � �$'��

����� �( �'����� �	����������
�� y = cos2 x · etg x� x �= π

2 + πk


����	�� "� 
���
�� ��� ��

����#���� 	�����������
dy = etg x · d(cos2 x) + cos2 x · d(etg x) = etg x · 2 cos x(− sinx)dx+

+ cos2 x · etg x 1
cos2 x

dx = −etg x · sin 2xdx + etg xdx =

= (−etg x · sin 2x + etg x)dx.
0������� ��� � ���'��( ����� 	���������� �������� 

��#���
;�������� ��

����#��� �������� 

��#�� ����� '��� '� ���*
�� � 	� 
���
�� dy = f ′(x)dx�

�� y = ln2 x
x � x > 0


����	�� "� 	�����
 ��

����#�������� ������!�

�





dy = xd(ln2 x) − ln2 x · dx

x2 =
x · 2 lnx 1

xdx − ln2 x · dx

x2 =

= 2 ln x − ln2 x
x2 dx.


��� "��
���� 
���
�
 ��� ��

����#���� 

��#��
y = f(x) � ��
���� ��!�� x = g(t) - ��������� 

��#�� ����*
������� 	��������� t�


����	�� "� 
�����$ ������ 

��#�� y = f(x) � x = g(t)
�	������$� �����
$ 

��#�$ y = f(g(t))� F�� 

��#�� ��!
*
����� t ��� ����� ��

����#���� ������� ��(������ 	� 
���
��

dy = dy
dt

· dt.
"� 	�����
 ��(������� 	���������� �� ������� 

��#��

dy
dt

= dy
dx

dx
dt

= f ′(x)dx
dt

⇒ dy = f ′(x)dx
dt

dt.

,� 	����������� dx
dt

· dt �������� ��

����#����� 

��#��

x = g(t)� 	�&���
 ������������ '
��� �����
dy = f ′(x)dx. �>�

4��
����� ��������� ���� ��� 
���� ��	��� ��

����#���� ����*
��� 

��#�� �� �� ������ ��� � ��� ��

����#���� 

��#��
y = f(x) ����������� 	��������� x� ��� �������� ������$� ����*
����� �������������� �������������� 
���� ��	��� ��

����*
#����� "���������� ��� � 
���
�� �>� ��� ��
���� ��!�� x -
����������� 	���������� dx = ∆x� � ��
��� ������� 

��#��
dx = g′(t)dt � dx 	 ∆x�


��� "
��� u(x) � v(x) - ��

����#��
���� 

��#�� ��!
*
����� x� ,���� ��

����#��� 

��#��

1) y = ln(u2 + v2); 2) y = arctg u
v .


����	�� "� �������
 ��������������
�� dy = 1

u2 + v2 d(u2 + v2) = 1
u2 + v2 (2udu + 2vdv)<

�� dy = 1
1 + u2

v2

d
(u
v
)

= v2

u2 + v2
vdu − udv

v2 = vdu − udv
u2 + v2 �


��� ,���� 	����������

1) d(x3 − 2x6 − x9)
d(x3)

; 2)
d( sin x

x )
d(x2)

.

�
�




����	��

�� .�

����#��
� 

��#�$ x3−2(x3)2−(x3)3 	� 	���������
x3� '
��� �����

d(x3 − 2(x3)2 − (x3)3)
d(x3)

= 1 − 4x3 − 3(x3)2 = 1 − 4x3 − 3x6.

��
 �� 	��������
$ ����� '��� '� ������ ������������ �� ���
����+���� ��
( ��

����#������

d(x3 − 2x6 − x9)
d(x3)

= (3x2 − 12x5 − 9x8)dx

3x2dx
= 1 − 4x3 − 3x6.

�� "��������
$
d( sin x

x )
d(x2)

����� ����� ������ ������ �	���'���

d( sin x
x )

d(x2)
=

x cos x−sin x
x2 dx
2xdx

= x cos x − sin x
2x3 .


��� ,���� 	����5���� � ��

����#��� 

��#�� y =
√

x
� ����� x0 = 4 	�� ∆x = 0.41� ��������� �'���$��
$ � ����*
�������
$ �+�'��� ������� 	��
��$��� 	�� ������ 	����5����
��

����#������ )������ �������


����	��

∆y = y(x0 + ∆x) − y(x0) =
√

4.41 −√
4 = 2.1 − 2 = 0.1;

dy = 1
2
√

x
· ∆x ⇒ dy(4) = 1

4 · 0.41 = 0.1025.

9'���$���� �+�'�� 	�� ��*
���� ∆y �� dy '
��� �����

∆y − dy = −0.0025.
;����������
$ �+�'�
 ���*

4���  

��� ���

δ= |∆y − dy|
|∆y| =

= 0.0025
0.1 = 0.025.

2��'����� ∆y � dy �� ���*
���� �����  ��

∆y = |MP | = |NP | − |MN | � |NP | = dy� "�� ∆x = 0.41� ∆y = 0.1�
dy = 0.1025 ����� |MN | = 0.0025�


��� "�� ��!������� �
'� � ��'��� �= �� �!� ��'�� 
�����*
���� �� =�=� ��� ��������� ��������� ��������� 	�� &��� �'K��
�
'�D

�
�




����	�� %��� �'�������� ����� x ��'�� �
'�� ��!�� �!�
�'K�� V = x3� 0����� �������� � ��(������$ 	����5���� ∆V �
����� x0 = 10 	�� ∆x = 0.01�

∆V = (x0 + ∆x)3 − x3
0 = x3

0 + 3x2
0∆x + 3x0∆x2 + ∆x3 − x3

0 =
= 3x2

0∆x + 3x0∆x2 + ∆x3.
� ��+�� ��
���

∆V = 3 + 0.003 + 0.000001 = 3.003001.
0������� ��� ���� '� �� ��+��� &�
 �����
 	
��� ��(�������
������ 	����5���� ∆V ��

����#���� dV = 3x2

0∆x = 3 ����
����������� 	��5��� �� 	�� &��� '��� '� ��	
5��� �+�'��� ���*
��� ���!� ��+� =�== ==�� F������� � 
���������� ∆x &�� �+�'��
���� '� 
�����������


��� /���� �������� 	����������� 	� �����
 S(t) = 5t2�
!�� t ���������� � ���
���(� S - � �����(� .�� ������� �������
t = 2 � ����� 	����5���� ∆S � ��

����#��� dS � �������� �(�
�����

�� ∆t = 1 I< '� ∆t = 0.1 I< �� ∆t = 0.01 I�
)������ ����������
$5�� ������


����	�� ∆S = S(2 + ∆t) − S(2) = 5(2 + ∆t)2 − 20 =
= 20 + 20∆t + 5∆t2 − 20 = 20∆t + 5∆t2 ⇒ dS = 20∆t�

�� 	�� ∆t = 1 � ∆S = 25 �� dS = 20 �<

'� 	�� ∆t = 0.1 � ∆S = 2.05 �� dS = 2 �<

�� 	�� ∆t = 0.01 � ∆S = 0.2005 �� dS = 0.2 ��
0�������� ��� ��� ����+� ∆t� ��� ����+� ∆S ���������� �� dS�
��� � 	�������� 	�� ����( ∆t �������� ∆S �� dS�


���� ��������� 	��'������� �������� 

��#��

f(x) = 3

√
x2 − 3
x2 + 4

� ����� x = 2.12.


����	�� "�� ����( ∆x '
��� ����� ∆y 	 dy ���
f(x0 + ∆x) − f(x0) 	 f ′(x0)∆x ⇒
⇒ f(x0 + ∆x) 	 f(x0) + f ′(x0)∆x.

�?�

7���
�
 �?� ���!�� ������$� 
���
��� ����( 	����5�����
� ��+�� ��
��� x0 + ∆x = 2.12� %��� � �������� x0 �����

����� �� �� ∆x = 0.12 ���������� ���� � ����� ��	���������

���
�
 �?�� ,����� f(2) � f ′(2)�

�
�



f(2) = 3
√

4 − 3
4 + 4 = 3

√
1
8 = 1

2;

f ′(x) = 1
3

(
x2 − 3
x2 + 4

)− 2
3 2x(x2 + 4) − 2x(x2 − 3)

(x2 + 4)2
=

= 1
3 3
√

(x2−3
x2+4

)2
14x

(x2 + 4)2
⇒ f ′(2) = 7

12 .

"��������� f(2) = 1
2 � f ′(2) = 7

12 � ∆x = 0.12 � 
���
�
 �?��
	��
���

3

√
(2.12)2 − 3
(2.12)2 + 4

	 1
2 + 7

12 · 0.12 = 0.5 + 0.07 = 0.57.


���� ��������� 	��'������� sin4 43◦�

����	�� ;�������� �������� sin4 43◦ �������� ���������



��#�� sin4 x 	�� x = 43◦� �������� ∆x '
��� ���������� ��*
���� ���� ����� x0 = 45◦� � ∆x = −2◦� "���(��� � ���������
����� 	��
��� x0 = π

4 � ∆x = − π
90 	 −0.035� )���� ���	����
*

���� 
���
��� �?�� � ��+�� ��
��� f(π
4 ) = sin4 π

4 = ( 1√
2
)4 = 1

4 �

f ′(π
4 )=4 sin3 x cos x⇒f ′(π

4 )=4( 1√
2
)3 1√

2
= 1� "��������� f(π

4 ) = 1
4 �

f ′(π
4 ) = 1 � ∆x = −0.035 � 
���
�
 �?�� 	��
���

sin4 43◦ 	 1
4 − 1 · 0.035 = 0.215.

�� �������� ����� ��� ���	�
	�
����	�

���	
�

���� .�� 

��#��� !��
��� ������( ���'������ �� ���� 3
� >� ���'������ �( ��

����#���� � ����� x0 � ��������� � ���
����$������ !������������� ����� ��

����#�����

��
� 0����� 

��#�� f(x) = x2 + 2x� /��'
�����
�� ,���� df(1)� ��	����
� �	��������� ��

����#�����
�� ,���� df(1)� ��	����
� ������������
$ 
���
�
 ��� ��
*


����#�����
 � "�������� !��
�� 

��#�� � ���'������ df(1)� ����

∆x = 0.5�

�
�



4��� 3 4��� >

���� 2�	����
� ��'��#
 ��

����#����� 

��#�� � 	����*
�� ��

����#��������� ����� ��

����#���� �����( 

��#��
� 
�������( �����(�

;������

�� f(x) = 2
√

x − 4
x � x0 = 4� df(4) = 3

4dx<

�� f(x) = 3√2x2 − 6x� x0 = −1� df(−1) = −5
6dx<

 � f(x) = cos3 2
3x� x0 = π

4 � df(π
4 ) = −3

4dx<

3� f(x) = earcsin 2x� x0 = 0� df(0) = 2dx�
����,���� ��

����#���� �������( 

��#�� � �( �'�����

�	���������
�� y = ln(x2 + 1)� x ∈ R< �� y = 2sin ln x� x > 0<
 � y = ectg x sin2 x� x �= πk< 3� y = arcsinx√

1 − x2
� |x| < 1<

>� y = x
√

x� x > 0�
���� .�	����� 	���
$ ����� �������� � ���� df(x)

�� xdx = �� 1
x2 dx =  � 1

x + 2dx =

3� 2x
x2 + 1

dx = >� sin 5xdx = ?� e
2
3
xdx =

@� 2 lnx
x dx = A� sin2 x · cos xdx =

���� ,���� 
�������� 	����������

��
d(3x4 − 5x2 + 1)

d(x2)
< ��

d(sin4 x)
d(cos x) <

 �
d(cos x)
d(sin x) < 3�

d(arcsin x)
d(arccos x) �

���� ,���� 	����5���� � ��

����#��� 

��#��
y = x2 − x � ����� x0 = 10 	�� ∆x = 0.1� ��������� �'���$�*

�
�



�
$ � �����������
$ �+�'��� ������� 	��
��$��� 	�� ������
	����5���� ��

����#������

;����� ∆y − dy = 0.01� δ = |∆y − dy|
|∆y| = 0.0052�

���� /���� �������� 	� �����
 S(t) = t3−t� !�� t ����������
� ���
���(� S - � �����(� .�� ������� ������� t = 2 � ����� ∆S
� dS� �����

1) ∆t = 1 I< �� ∆t = 0.1 I<  � ∆t = 0.01 I.
)������� 	��
������ ���
������ � ������� ������

���� ,���� 	��'�������� �������� 

��#��
f(x) = 3√x3 + 7x � ����� x = 1.04�

;����� ��=  �
����� ��������� 	��'�������
��

√
(3.04)2 + 7< �� 2.96√

(2.96)2 − 5
<  � arctg 1.02<

3� arcsin 0.498< >� cos 151◦< ?� ln 2.618�
����� �������� ��

����#��� ������� 

��#�� ����� ����*

�����
$ 	�������
$ � �� ��

����#����
;������

�� y = cos2 x� x = t2 − 1
2 � dy = − sin(t2 − 1)tdt<

�� z = arctg u� u = sh y� dz = 1
ch y

dy<

 � s = ln tg u
2 � u = arcsin v� v = cos 2t� ds = − 2

cos 2tdt�

�
�



���� �������	��� �����	��
�	������

�� �������� �	
�	�� 
�	���� ���
���

	
��
�

���� 2����  � ������� f ′(x)f ′(x)f ′(x)� 	� ������� 
 
��

�� '���� �����
����
�
���� �������

y = f(x)� 
 �
�� ���
��' ���� 	
�������


����
�
��' 
 ������
�� ����� x0�

J����� ���� 

��#�� f ′(x) �	�������� � ����� x0 � � ����*
����� �� ������������ � 	�� &��� �
5����
�� 	�����

lim
∆x→0

f ′(x0 + ∆x) − f ′(x0)
∆x .

/�!�� &��� 	����� � '
��� ��������� 	���������� �� 	����������
f ′(x) � ����� x0�

"��������
$ �� 	���������� f ′(x) ������$� 	����������
�����!� 	������ �� 

��#�� y = f(x) � �'������$� f ′′(x0) ���
d2y
dx2 � ���

d2f
dx2 �

2����

f ′′(x0)
def= lim

∆x→0

f ′(x0 + ∆x) − f ′(x0)
∆x .

���� 1 ��� ��� ������� ������������ ���� 

	
���
����� 
��
��� 	�
�����

%��� ����� �������� 	����������� 	� �����
 S = S(t)� ���
��� ��������� S′(t0) = v(t0) - �������� �������� � ������ �����*
�� t0� "� �	��������$ 	���������� �����!� 	������

S′′(t0) = v′(t0) = lim
∆t→0

v(t0 + ∆t) − v(t0)
∆t .

���� 	������ ���� �� �
5����
��� ����������� ������� 
����������
� ������� 	����(���� ��������� � ������ ������� t0�

�
�



2���� ds
dt

= v(t) - �������� �������� � ������ ������� t�

d2s
dt2

= a(t) - 
�������� ����
5���� ����� � ������ ������� t�

��!� ��� � � ������� y = f(x) 

������ 	����

��� 	
���
����� n��� 	�
�����

.�� 	���������� n*!� 	������ ��	����
$��� �'���������

f (n)(x)� dny
dxn ���

dnf(x)
dxn �

"� �	��������$
f (n) = (f (n−1))′,

�� ���� 	���������� n*!� 	������ �������� ��� 	���������� ��
	���������� (n−1)*!� 	������� ;�������� &�� �	��������� �����
����� ��+� ��!�� ��� 	���+����
$5�� 	����������

f ′(x)� f ′′(x)����� f (n−1)(x)
�	�������� � ��������������� ����� � � ��������� �� ������*
������ � &��� ��
��� 	������ ���������!��� 

��#�� y = f(x)
��

����#��
��� (n−1) ��� �� ��������� ����� ��� �� ���������
�����������

��,� ��� � � ������� y = f(x) 

������ 	����

��� �����
����� � 
��
��� 	�
����� 3���

��
����� � n��� 	�
�����

%��� 

��#�� y = f(x) ��

����#��
��� �� ���������
��������� X� ��!��� ��� ��������� �� ��

����#��� � ������
����� ��������� X ����������� 	� 
���
��

dy = f ′(x)dx� !�� dx = ∆x.
%��� ��
���������� ∆x� �� �������� dy '
��� �������� �� �����*
��� ��!
����� x� 	�� ������� ����������� f ′(x)� .�
!��� ���*
����� dy �������� 

��#��� ��!
����� x� � &�� 

��#�� ����
����� ��������� ��

����#��
�����

2���� ��

����#��� �����!� 	������ d2y 

��#�� y = f(x)
�������� ��� ��

����#��� �� ��

����#���� dy� �� ����

d2y
def= d(dy).

9����!�����

�
�



dny
def= d(dn−1y)

	�� 
������� ��� 

��#�� y = f(x) ��

����#��
��� (n− 1) ���
� ��������������� ����� � � �� ������������

��.� ����
� �
��' ����� dny � f (n)(x)�

F�� ��������� dy = f ′(x)dx� J������ ���
�#�� ����������*
��� ��� ���� 

��#�� y = f(x) n ��� ��

����#��
��� �� ������*
��� ��������� X� �� �� ��

����#��� n*!� 	������ �����������
	� 
���
��

dny = f (n)(x)dxn.
0���� dxn = (dx)n = (∆x)n� � ������� ��
���� 	�� n = 2

d2y = f ′′(x)dx2.
7���
�� �'K������ 	�����
 ��������( ����� �'����������

f ′′(x) = d2y
dx2 � f (n)(x) = dny

dxn .

�� ������� �����


��� /���� �������� 	����������� 	� �����
 S = t3+ 3
t2
� !��

S ���������� � �����(� t - � ���
���(� ,���� �������� � 
��������
� ���#� ������� ���
��� �� ������ ���������


����	�� 8������� ��(��������� ����� 	���������( 	��*
��!� � �����!� 	������� '
��� ������

v(t) = S′(t) = 3t2 − 6
t3

, a(t) = v′(t) = 6t + 18
t4

.

"�� t = 3 � 	��
���� v(3) = 261
3 �H�� a(3) = 182

9 �H�2�


�
� /���� ����� m �����+��� !������������ ����'���� 	�
�����
 y = A cos(ωt+α)� "�������� ��� �������� 	����(���� 	��
��������� ����� 	��	��#��������� ���������$ y �� 	��������
�����������


����	�� "� ������
 �����
 ,�$���� F = m · a� � ��+��
��
��� a = y′′(t)� ,����� y′ � y′′�

y′ = −Aω sin(ωt + α), y′′ = −Aω2 cos(ωt + α).
���	����
���� ���� ��� y = A cos(ωt + α)� /�!�� F = −mω2 · y�
�� ���� ���� 	��	��#�������� ���������$ y � ��&

�#������
	��	��#����������� −mω2�

�
	




��� .�� �������( 

��#�� ����� 
�������� 	�������*
��� �	�� 	�������� ��

����#�������� ���
����� 	�����
5�!�
��

����#�������� ��������
���� 	���'����������

�� y = cos2 x� y(4) - D

����	�� y′ = 2 cos x(− sinx) = − sin 2x� y′′ = −2 cos 2x�

y′′′ = 4 sin 2x� y(4) = 8 cos 2x�
�� y = ln(x +

√
1 + x2)� y′′ - D


����	�� y′ = 1
x +

√
1 + x2

(
1 + 2x

2
√

1 + x2

)
=

= 1
x +

√
1 + x2

√
1 + x2 + x√

1 + x2
= 1√

1 + x2
�

y′′ =
(
(1 − x2)−1/2

)′
= −1

2(1 − x2)−3/2(−2x) = x√
(1 + x2)3

.

 � y = xx� y′′ - D

����	�� 2�	����
�� ��!���
�������� ��

����#�����*

����
ln y = x lnx, 1

y · y′ = lnx + 1,

y′ = y(ln x + 1), y′′ = y′(ln x + 1) + y 1
x.

0������ y � y′ �( ����������� ����� x� 	��
���
y′′ = xx(lnx + 1)(lnx + 1) + xx 1

x = xx(lnx + 1)2 + xx−1.

��� .�� �������( 

��#�� ����� ��������� ��� 	����*

�����( 	������ n�
�� y = x lnx�


����	�� y′ = lnx + 1� y′′ = 1
x � y′′′ = − 1

x2 �

y(4) = 1 · 2
x3 � y(5) = 1 · 2 · 3

x4 .

"�� ���������� 	���������� ��������� ��������������� ��*
��������� ������� 	��������� ���	��� x � ����������� �� �����#

����+� 	������ 	����������� ��������� �������� 
����������
������ �� ��� �����#� ����+�!� 	������ 	����������� ,� ����*
����� &��!� ����� ��	������

y(n) = (−1)n (n − 2)!
xn−1 � n � 2.

�� y = x
x2 − 1

�


����	�� "�	���� ��

����#������� 

��#�$� ������
$
� ��(����� ����� � #��� �� 	�������� 0�	�+�� 

��#�$ � ����

��




y = x
x2 − 1

= 1
2

(
1

x − 1 + 1
x + 1

)
� ������ y′� y′′� y′′′�

y′ = 1
2

(
− 1

(x − 1)2
− 1

(x + 1)2
)

= −1
2

(
1

(x − 1)2
+ 1

(x + 1)2
)
,

y′′ = −1
2

(
− 1 · 2

(x−1)3
− 1 · 2

(x+1)3
)

= −2!
2

(
1

(x − 1)3
+ 1

(x + 1)3
)
,

y′′′ = 2!
2

(
− 3

(x − 1)4
− 3

(x + 1)4
)

= −3!
2

(
1

(x − 1)4
+ 1

(x + 1)4
)
.

0������������� ���������

y(n) = (−1)n n!
2

(
1

(x − 1)n+1 + 1
(x + 1)n+1

)
.

 � y = sin4 x + cos4 x�


����	�� y′ = 4 sin3 x cos x − 4 cos3 x sinx =
= 4 sinx cos x(sin2 x − cos2 x) = −2 sin 2x cos 2x = − sin 4x�

y′′ = −4 cos 4x� y′′′ = 42 sin 4x� y(4) = 43 cos 4x.
���	����
���� 
���
���� 	����������

y′ = − sin 4x = cos(4x + π
2 ),

y′′ = −4 cos 4x = 4 cos(4x + π) = 4 cos(4x + 2π
2 ),

y′′′ = 42 sin 4x = 42 cos(4x + 3π
2 ),

y(4) = 43 cos 4x = 43 cos(4x + 4π
2 ).

2�	���������� 
���
� 	��������� 	�������� ��	��� ��	����� ��*
������� ��� 	���������� �$'�!� 	�������

y(n) = 4n−1 cos(4x + nπ
2 ).

9����!����� 	���� ��	����
���� 	�� ��(������� 	���������(
	������ n ��� 

��#�� y = sinx � y = cos x�


��� "�������� ��� 

��#�� y = cos ex+sin ex 
������������

�������$ y′′ − y′ + ye2x = 0�


����	�� y′ = −ex sin ex + ex cos ex�
y′′ = −ex sin ex − e2x cos ex + ex cos ex − e2x sin ex.

/�!��
y′′ − y′ = −e2x cos ex − e2x sin ex = −e2x(cos ex + sin ex) = −e2xy.

"��������� 	��
������ ��� y′′ − y′ ��������� � �������� 
���*
������ 	��
���

−e2xy + ye2x = 0,
��� � ���'������� ���������

���




��� .�

����#���� ���+�( 	��������
,�	������ ��� ���� 

��#�� y = f(x) n ��� ��

����#�*

�
��� �� ��������� X� �� ∀x ∈ X ����� ����� 
���
��
dny = f (n)(x)dxn� !�� dxn = (∆x)n.
�� y = cos2 x� ����� d4y(π

6 )�


����	�� d4y = f (4)(x)dx4� ���	����
���� ��������� � ��*
���� �� 	�����������

y(4) = 8 cos 2x ⇒ f (4)(π
6 ) = 8 cos π

3 = 4 ⇒ d4y(π
6 ) = 4dx4.

�� y = x lnx� ����� d10y(1)�


����	�� d10y = f (10)(x)dx10� ���	����
���� ��������� �
������ ��3 	�����������

y(n)(x) = (−1)n (n − 2)!
xn−1 .

"�� n = 10 '
��� �����

y(10)(x) = 8!
x9 ⇒ y(10)(1) = 8! ⇒ d10y(1) = 8!dx10.

 � y = sin4 x + cos4 x� ����� d100y� ∀x ∈ R�


����	�� d100y = f (100)(x)dx100� ���	����
���� 	��
������
� ������ ��3 
���
����

y(n) = 4n−1 cos(4x + n · π
2 ).

"�� n = 100 '
��� �����
y(100)(x) = 499 cos(4x + 50π) = 499 cos 4x ⇒

⇒ d100y(x) = 499 cos 4xdx100.

��� "�������� ��� ��

����#��� �����!� 	������ �� �'��*

���� ��������� �������������� 
���� ��	����
,�	������ ��� ��

����#��� 	����!� 	������ 

��#��

y = f(x) �'������ ��������� �������������� 
����� �� ����
dy = f ′(x)dx

� � ��
���� ��!�� x - ����������� 	���������� � � ��
��� �������


��#��� ��!�� x = g(t)�

/��'
���� 	�������� ��� ��� ��

����#���� �����!� 	����*
�� &�� �� ����


����	��

�� "
��� x - ����������� 	���������� � &��� ��
���� ���
���������

d2y = f ′′(x)dx2. �@�

���



�� "
��� x = g(t)� "� �������
 ��������������
dy = f ′(x)dx� !�� dx = g′(t)dt.

,����� d2y�
d2y = d(dy) = d(f ′(x)dx).

"� 
���
�� ��� ��

����#���� 	����������� ����� '
��� �����
d2y = d(f ′(x))dx + f ′(x)d(dx),

!�� d(f ′(x)) = f ′′(x)dx� d(dx) = d2x� )�������������
d2y = f ′′(x)dx2 + f ′(x)d2x. �A�

)�������� �@� � �A�� ������ ��� 
���
�� ��� d2y ��������� &��
� ��������� ��� ��

����#��� �����!� 	������ ��������� ����*
���������� �� �'������� ,� �'����$� &��� ��������� � ��

�*
���#���� '���� ������( 	��������


��� .�

����#�������� 

��#��� �������( 	����������*
����

,�	������ ��� 	�������������� �	���' ������� ����� '��
���������� � �
��� ������������� !�������� � ���� ���{

x = φ(t),
y = ψ(t)� !�� α � t � β.

4��� 	�������� t ����� �!���� ����� �� &��� ��
��� �������
�	�������� ���������$ �������� ����� �� 	���������� ������*
��� 
!��� ����� �
!� � ��
!�� 	��������� ��������� ,�	�����
	�������������� 
�������� ��������( ���'���� ����� �������$*
5�(�� � �������������( 	���������( ������

�� ;��
������ ����
�� R � #������ � ������ ���������
����� ��

{
x = R cos t,

y = R sin t,
0 � t � 2π,

x2+y2 = R2(cos2 t+sin2 t)
���

4��� � x2 + y2 = R2�

���



�� ����	� � #������ � ������ ��������� � 	��
����� a � b
����� �� {

x = a cos t

y = b sin t
���{

x
a = cos t,
y
b

= sin t,
0 � t � 2π,

4��� � x2

a2 + y2

b2 = 1�

 � 1�	��'��� � #������ � ������ ��������� � ���+����� ��
��� Ox�����  �

{
x = a ch t,

y = b sh t,
��� {

x
a = ch t,
y
b

= sh t,
0 � t � 2π,

4���  x2

a2 − y2

b2 = 1�

,�	������ ��� ��� !�	��'��������( 

��#�� ch2 t − sh2 t = 1�
3� E������� ����� 3�

{
x = a(t − sin t),
y = a(1 − cos t),

!�� 0 � t � 2π�

4��� 3

���



>� 9������� ����� >�

{
x = a cos3 t,

y = a sin3 t,
0 � t � 2π.

������� �'� ����� �����!� 
�������� �
���	��� 2

3 � ���������� 	��
��� 
���*
����� �������� � ���������� �������
����������

4��� > x2/3 + y2/3 = a2/3�

2���� 	
��� ��������� ����� ������ 	��������������{
x = φ(t),
y = ψ(t)� α � t � β.

��������� ��	���� ��� �����
dy
dx

� %��� �� 	����!� 
�������� ��*
����� 
������ �������� t ����� x � 	���5�$ ��������� 

��#��

���	������ t = u(x)�� �� y = ψ(u(x)) �
dy
dx

��(������ 	� 	�����

��

����#�������� ������� 

��#��� ,� ����� ���������� ���
t �� ���������� ����� x ����� ��	������ � ��
��� #��������� F��
'��� � &��� ��
���D

;�����������
dy
dx

��!�� ���������� ����� φ′(t) � ψ′(t)� � ��*
��� ����� 	� �������
 ��������������

dy = y′xdx
� � ��+�� ��
���� ��!�� 	��������� x �������� 

��#��� ����*

����� 	��������� t� /�!�� y′x = dy
dx

�� ������������ 	���
$ �����
��� ����+���� ��

����#������ '
��� �����

y′x = dy
dx

= ψ′(t)dt
φ′(t)dt

= ψ′(t)
φ′(t) .

7���
�� ����� ����� 	�� 
������� ��� φ(t) � ψ(t) - ��

�*
���#��
���� 

��#��� 	����� φ′(t) �= 0�

2����
dy
dx

= ψ′(t)
φ′(t) � 4���
���� �����!����� ������

d2y
dx2 =

d(ψ′(t)
φ′(t) )
dx

=
(ψ′(t)

φ′(t) )
′dt

φ′(t)dt
= ψ′′φ′ − φ′′ψ′

(φ′)3
.

/������ �'�������(������	���������� '���� ������!� 	�������

���



"������� � ��+���$ ������
�� 0����� 

��#��{

x = 2t − t2,

y = 3t − t3� t ∈ R.

/��'
���� �����
dy
dx

�
d2y
dx2 �

d3y
dx3 �


����	��
dy
dx

= (3t − t3)′

(2t − t2)′
= 3 − 3t2

2 − 2t = 3(1 − t2)
2(1 − t) = 3

2(1 + t),

d2y
dx2 =

d(dy
dx

)
dx

=
3
2(1 + t)′

(2t − t2)′
= 3

2(2 − 2t) = 3
4(1 − t) � t �= 1,

d3y
dx3 =

d(d2y
dx2 )
dx

=
( 3
4(1−t))

′

(2t − t2)′
=

3
4(1−t)2

2 − 2t = 3
8(1 − t)3

� t �= 1.

�� )�������� 
�������� ����������� � ������� � #�������{
x = 2(t − sin t),
y = 2(1 − cos t)

� ����� M0(π − 2, 2) ����� ?�� ,������ 	����� ���!�� �������� 	�*

4��� ?

������� t� ����������
$5�� �������� ����� M0(π−2, 2)� 2������
�������� t ������ 
������������ ������� 
��������{

2(t − sin t) = π − 2,

2(1 − cos t) = 2.

;�������� t0 = π
2 �

F�� ��������� 
�������� ����������� � ������� � �����
M0(x0, y0) ������ ���$� ���

���



y = y0 + y′(x0)(x − x0) � y = y0 − 1
y′(x0)

(x − x0).

� ��+�� ��
��� y′(x0) = dy
dx

|t= π
2
� ,�����

dy
dx

�

dy
dx

= 2(1 − cos t)′

2(t − sin t)′ = 2 sin t
2(1 − cos t) ⇒ dy

dx

∣∣∣
t= π

2

= 1

- 
!����� ��&

�#���� ������������

"��������� x0� y0 �
dy
dx

� 
�������� ����������� � ��������
	��
���
y = 2 + (x − (π − 2)) ��� y = x + 4 − π - 
�������� ������������
y = 2 − (x − (π − 2)) ��� y = −x + π - 
�������� ��������

�� �������� ����� ��� ���	�
	�
����	�

���	
�

���� /���� �������� 	����������� 	� �����
 S = 2
9 sin πt

2 +
+S0� !�� t ���������� � ���
���(� S - � �����(� ,���� 
��������
� ���#� ������� ���
��� ���������

;����� a = π2

18 �H�2�

��
� /���� �������� 	����������� 	� �����
 S = 1
3 t3 −

3
2 t2 + 2t� ,���� 
�������� � �� ������� �������� ������ ��!��
�������� �������� ����� �
�$ �t ���������� � ���
���(� S - �
�����(��

;����� a = ±1 �H�2�
���� /���� �������� 	������������ 	����� S =

√
t� .�*

������� ��� �������� ����������� � 
�������� 	��	��#��������
�
'
 ���������

���� .�� �������( 

��#�� ����� y′′�
�� y = esin x< �� y = x · lnx<

 � y = x
1 + x2 < 3� y =

√
1 − x2 arccos x�

���



���� .�� �������( 

��#�� ����� 	���������� 
�������!�
	������ � �������( �����(�

;������

�� y = sin2 πx
4 � y′′′(π

3 ) - D −π3

32 <
�� y = x3 lnx� y(4)(1) - D ?<

 � y = sin6 x + cos6 x�
d3y(π

8 )
dx3 - D �3<

3� r = sin3 φ
2 �

d2r(π
2 )

dφ2 - D 3
√

2
16 �

���� .�� �������( 

��#�� ����� y(n)�
�� y = eax< �� y = xex<  � y = sin x< 3� y = sin2 x<

>� y = lnx< ?� y = 1 − x
1 + x < @� y = 1

x2 + 3x + 2
�

������	�� "���������� 

��#�$ � ����
1

x2 + 3x + 2
= 1

x + 1 − 1
x + 2 .

;������  � y(n) = sin(x + nπ
2 )<

>� y(n) = (−1)n−1 (n − 1)!
xn <

@� y(n) = (−1)n · n!
(

1
(x+1)n+1 − 1

(x+2)n+1

)
�

���� .�� �������( 

��#�� ����� ��

����#���� 
�����*
��( 	������� � �������( �����(�

�� y = sin2 πx
4 � d3y(π

3 ) - D

�� y = x3 lnx� d4y(1) - D
 � y = sin6 x + cos6 x� d3y(π

8 ) - D
3� y = sin3 x

2 � d2y(π
2 ) - D

>� y = sinx� d50y(x) - D
?� y = lnx� d70y(1) - D
���� .�������� ��� 

��#�� y = C1 cos x+C2 sinx� !�� C1� C2

- 	����������� ���������� 
������������ 
�������$ y′′ + y = 0�
���� .�������� ��� 

��#�� y = e4x + 2e−x 
������������


�������$ y′′′ − 13y′ − 12y = 0�
����� ;��
������ ����
�� > ������ ��
�� �	���'����

�� x2 + y2 = 25< ��

{
x = 5 cos t,

y = 5 sin t,
0 � t � 2π�

���



/��'
���� �������������� ��
�� �	���'��� �����
d2y
dx2 � �����

M0(0,−5)�
����� .�� 

��#��� �������( 	�������������� ����� 	��*

�������� 
�������( 	�������
;������

��

{
x = at2,

y = bt3,
d3y
dx3 -D − 3b

8a3t3
<

��

{
x = a cos2 t,

y = a sin2 t,
d2y
dx2 -D =<

 �

{
x = a cos t,

y = b sin t,
d2y
dx2 -D − b

a2 sin3 t
<

3�

{
x = a cos3 t,

y = a sin3 t,
d2y
dx2 -D

1
3a cos4 t sin t

<

>�

{
x = arctg t,

y = ln(1 + t2),
d3y
dx3 -D 4t(1 + t2)<

?�

{
x = ln t,

y = t2 − 1,
dny
dxn -D 2nt2�

���
� )�������� 
�������� ����������� � ������� � #��*

�����

{
x = t − sin t

y = 1 − cos t
� ������ ����������
$5�� t = π

3 �

;����� y = 1
2 +

√
3(x − π

3 +
√

3
2 ),

y = 1
2 − 1√

3
(x − π

3 +
√

3
2 ).

����� )�������� 
�������� ����������� � ������� � �����*

���

{
x = a cos3 t

y = s sin3 t
� ����� M0(a

√
2

4 , a
√

2
4 )�

;����� y = −x + a
√

2
2 � y = x�

����� F��������� ����
5���� 	� 	�������� ����� M(x, y)
������ 
����������

��	



x = 4 sin ωt − 3 cos ωt,

y = 4 cos ωt + 3 sinωt.
;	�������� ���������$ �������� � 	�������� ��� �������� ����*
����� �'�#���� ����
5���� ����� 	��	��#�������� �� ���������
� �������� ��������� �������� 	��	��#�������� �'�#�����

��
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	�

��������
���� ����������

���� ���������� �����	� 
�������
��

������� ����������

�� �������� �	
�	�� 
�	���� ���
���

	
��
�

���� ������ ���	
������� 
����	 ���	�� ����

��� ��������� ��� ��������
������
� ��

�����������

������� � ������	
 ����� �����	
 f(x)�
�
 ���������� �� ��������� ���������� [a, b]�
�
 ��	�	���� ��	������� ���	�������
 ������	� � �������

�� ��������� ����� c !��"� ����������#

$	�# � $	�# �

���



%�"&�' ���	 � ����� c�����	
 	���� ���	���&��(' �� f ′(c)=0#
)������	����	 !�� ��������' ��� � �����������(*� �����

"���	�� �����		 ����������
 ��&�� ����������� ��	 Ox ��	�# �'�
#

������
�� �
 +��	 �����	
 f(x) ��	�	���� ��	�������

���	�������
 ������	� � "���	��� ����� ����������' �� ���	��

��&��
 � !�� ����� ����	 ��� ��*�������
 ����� ���� 	 ���	��� 

�� ���
 ��	�# ,
#

������
�� �
 - ����� ��	������"� ���	������"�
 ������

�	
 �����		 ���	���&��
 ����� 	 �� ��*���������# - !��� ����

��� "���	� �����		 � �����������(*� ����� �� ��&�� 	����

���������� ��	�# .
#

f ′(c) = 0� f ′(b) �= 0 f ′(c1) � f ′(c2) �� �����	
��	

$	�# , $	�# .

������� � ������	
 ����� �����	
 f(x)�
�
���������� �� ��������� ���������� [a, b]�
�
	���� ���	���&��( /��
 �� �� 	�������� (a, b)�
,
��	�	���� ������ ������	
 �� �����/ ����������

�f(a) = f(b)
#
%�"&� �����	 ���������� [a, b] �� &���
 ����� c �a < c < b
 ����
'
��� f ′(c) = 0#

$	�# 0 $	�# 1

���



)������	����	 !�� ��������' ��� � �����������(*� �����

"���	�� �����		 ����������
 ��&�� ����������� ��	 Ox ��	�# 0
#

2� �	�# 1 ������� ������ ����� ������� $���
' ��"&� f(a) =
= f(b) = 0# - !��� ������ ������� $���
 ������&���' ��� ���&�

&���
 ���
�	 �����		 f(x) 	�����
 �� ��� �� ���� �&	� ����

�� ���	���&�� f ′(x)' �� ���� �������	� f ′(x) = 0 	���� /��
 ��

�&�� �����	�#

������� � ������
��	
 ����� �����	
 f(x)�
�
 ���������� �� ��������� ���������� [a, b]�
�
 	���� ���	���&��( /��
 �� �� 	�������� (a, b)#
%�"&� �����	 ���������� [a, b] �� &���
 ����� c �a < c < b


����
' ���
f(b) − f(a)

b − a
= f ′(c).

)������	����	 !�� ��������' ��� � �����������(*� �����

"���	�� �����		 ����������
 ��&�� ����������� /��&�' ��
"	���

(*� "���	���� ����	 "���	�� ��	�# 3
# 2� �	�# 4 ���	��(���	�

����� ��� ����' ��� �����' ����&�(*	/ ��������� ��� �����'

����� ���� 	 ���������#

$	�# 3 $	�# 4

f ′(c) = tg α f ′(c1) = f ′(c2) = tg α

tg α =
f(b) − f(a)

b − a
tg α =

f(b) − f(a)
b − a

- ������� ������' ��"&� f(a) = f(b)' ��&�� 	���� f ′(c) = 0#
%��	� �������' ������� $���
 
��
���
 ������� ������� ������

�� 5�"�����#

���



����  ���	
������
� 
����	
 ��!�� "#$���

��
�� ����	
 
����	� �������� �����
�

�� ���
�%	 ��
���	 
����	% ��!��

������� � �����	
 ����� �����		 f(x) 	 g(x)�
�
���������� �� ��������� ���������� [a, b]�
�
	��(� ���	���&��( /��
 �� �� 	�������� (a, b)�
,
g′(x) �= 0' ∀x ∈ (a, b)#

%�"&� �����	 ���������� [a, b] �� &���
 ����� c �a < c < b
 ����
'
���

f(b) − f(a)
g(b) − g(a) = f ′(c)

g′(c) .

- ������� ������' ��"&� g(x) = x' ��&�� 	����
f(b) − f(a)

b − a
= f ′(c).

%��	� �������' ������� 5�"����� 
��
���
 ������� �������

������� 6��	#

�� ������� �����

�
�
 ���	��(���	������ ������� 7���� �� ��	���� �����

�		 y = sinx �� ���������� [π
6 , 2π]#

����
��
8���	&��' &�


$	�# 9

�����		 y = sinx f(π
2 ) = 1

: ��	������� ������	�'

f(3π
2 ) = −1 : ��	�������

������	� �� ��������� ����

������� [π
6 , 2π] ��	�# 9
#

7����	
 y = sinx 	���

�� ���	���&��( y′ = cos x' ��	��� y′(π
2 ) = cos π

2 = 0 	 y′(3π
2 ) =

= cos 3π
2 = 0# ;����� !�� 	 ������&����
 � ������� 7����#

�
�
 ���	��(���	������ ������� $���
 �� ��	���� �����

�		 f(x) = 1
x2 − 2x + 2

�� ���������� [0, 2]#

����
��
 %�� ��� ���/���� x2−2x+2 �� 	���� &� ���	�����
��/ ����� �D < 0
' �� �����	
 f(x) = 1

x2 − 2x + 2
����&�����

��




	 &	�������	����� �� ��� �	����� ��	# <�
 &���� �����		

f(0) = f(2) = 1
2 # -�� �����	
 ������� $���
 ���������' ���&����

������' � �������� ����� c ∈ (0, 2) ��&�� 	���� f ′(c) = 0# 2� &��
!�� ������

f ′(x) = − 2x − 2
(x2 − 2x + 2)2

⇒ f ′(x) = 0 ��	 x = 1.

%��	� �������' c = 1#
=���� ������	�� "���

$	�# �>

�	�' ���&����	� �����	(

� �	&� f(x) = 1
(x − 1)2 + 1

	 �����	�' ��� �� "���	� �	��

����	��� �����	������ ��
�

�� x = 1 	 lim
x→∞ f(x) = 0

��	�# �>
#

6���������
 � "���	�� �����		 f(x) = 1
x2 − 2x + 2

� �����

M0(1, 1) ����������� ��	 Ox#
�
�
 ������	�� ������&�	����� ������� $���
 &�
 �����

�		 y =
√

x4 − 2x2 + 8 �� ���������� [−2, 2]#
����
��
 %�� ��� x4 − 2x2 + 8 = (x2 − 1)2 + 7 > 0 ∀x ∈

(−∞, +∞)' �� �����	
 ����&����� 	 ���������� �� ��� �	����

�� ��	# 2� &�� ���	���&��( �����		

y′ = 4x3 − 4x

2
√

x2 − 2x + 2
= 2x3 − 2x√

x2 − 2x + 2
.

���	���&��
 ���� ����&����� �� ��� �	����� ��	# 2������' ����

�	&��' ��� ������
���
 	 �����	� f(a) = f(b) �� �	�� �������	

�����		 f(−2) = f(2)
# ;���' ��� �����	
 ������� $���
 ������

����# ?��&	��
' ��� �� ���������� [−2, 2] 	�����
 /��
 �� �&��

�����' � ������ f ′(x) = 0# ?������	�
2x3 − 2x√
x2 − 2x + 2

= 0

	����' ����	&��' ��	 ����
 x1 = −1' x2 = 0' x3 = 1' 	 ��� ��	 ��	�

��&����� 	�������� (−2, 2)# %������ $���
 &�
 ��&���� �����

�		 �� ���������� [−2, 2] ������&�	��#
�
�
 <�
 �����		 f(x) = 1− 3√

x2 ��������� �����	� ������

�� $���
� f(−1) = f(1)# 8&���� f ′(x) �= 0'−1 � x � 1# 8�@
��	��
!�� ����*���
 ����	�����	� � ������� $���
#

���



����
��
 ?����	� f(a) = f(b) ������� $���
 &�
 ��&���� 

�����		 &� ���	������ ���������# 2� ����� !��"�' �� �������

$���
 �����	
 f(x) &����� ���� ���������� �� [a, b] 	 	����

���	���&��( �� (a, b)# - ����� ������ f(x) = 1− 3√
x2 ����������

�� [−1, 1]' �� �� ���	���&��
 f ′(x) = −2
3

1
3
√

x
�� ����&����� � �����

x = 0' ������
 
��
���
 ��������� ����� ���������� [−1, 1]#
A�� ��������' ��� � �����		 f(x) = 1 − 3√

x2 ������� $���
 ��

���������� [−1, 1] ����	���	��#
�
�
 B�&��� �����	
 f(x) = (x−1)(x−2)...(x−100)# C������

����� 	���� �������	� f ′(x) = 0D ?������ 	��������' � ������/
!�	 ����	 �����������#

����
��
 B�&����
 �����	
 
��
���
 ���"������� ���� 

������	' ��	 !��� f(x) = 0 � �����/ x1 = 1' x2 = 2' x3 = 3'###'
x100 = 100# A�� ��������' ��� �� ���&�� 	� 99 ����������� [1, 2]'
[2, 3]'###' [99, 100] ��������� �����	
 ������� $���
' ��"����� ���

���� �� ���&�� 	� !�	/ ����������� �������	� f ′(x) = 0 	����

�� ��� �� ���� �� �&���� ����(# C &��"� �������' ���"�����

f ′(x) 	���� �������' �����( ���� 99' 	' ���&���������' �� �����

	���� ����� 99 ��*��������/ ����� # -�� !�� ��������' ��� �����

���	� f ′(x) = 0 	���� ����� 99 ����	���/ ��*��������/ ����� '

��	��� �����	 ���&�"� 	� ����������� [1, 2]' [2, 3]'###' [99, 100]
��/�&	��
 �� �&���� ����( !��"� �������	
#

�
�
 ���	��(���	������ ������� 5�"����� �� ��	����

�����		 y = lnx �� ������

����� [1, e]#
����
��
 7����	


$	�# ��

y = = lnx ���������� 	 &	��

������	����� �� [1, e]# C���
&���������' ��	���	�� ����

���� 5�"�����' 	 &�����

��*��������� ����� c
�1 < c < e
 ����
' ���

ln e − ln 1
e − 1 = f ′(c)

	�	
1

e − 1 = 1
c .

���



8���	&��' c = e − 1#
6���������
 � "���	�� �����		 y = lnx � ����� M0 ��	�# ��


����������� /��&� AB#

�
�
������	�� ������&�	����� ������� 5�"����� &�
 �����

�		 f(x) =

{
3 − x2

2 ' ���	 0 � x � 1,
1
x ' ���	 1 < x � 2,

�� ���������� [0, 2]#

����
��
 -� ���/ �����/ ���������� [0, 2]' �� 	���(���	��
����	 x = 1' �����	
 f(x)' ����	&��' ���������� 	 &	�������

�	�����# ;����&��� f(x) �� ������������� � ����� x = 1�

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

3 − x2

2 = 1,

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

1
x = 1.

;���' lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1+0

f(x) = f(1) ⇒ f(x) ���������� � �����

x = 1# 2� &�� �&���������	� ���	���&����

f ′−(1) = lim
∆x→0−0

3−(1+∆x)2

2 − 1
∆x = lim

∆x→0−0

−2∆x − ∆x2

2∆x = −1,

f ′
+(1) = lim

∆x→0+0

1
1+∆x − 1

∆x = lim
∆x→0+0

−∆x
∆x(1 + ∆x) = −1.

%��	� �������' f ′−(1) = f ′
+(1) ⇒ f(x) &	�������	����� � �����

x = 1# ;���' ������� 5�"����� ��	���	��' �� ���� f(2) − f(0)
2 − 0 =

= f ′(c)' "&� 0 < c < 2# %�� ��� f(2) = 1
2 ' f(0) = 3

2 ' ��&�� 	����

f ′(c) = −1
2 # 2� &�� f ′(x)�

f ′(x) =

{
−x, ���	 0 � x � 1,

− 1
x2 , ���	 1 < x � 2.

8���	&��' f ′(c) = −1
2 ��	 c1 = 1

2 ∈ [0, 1] 	 c2 =
√

2 ∈ (1, 2]#
;������	�� ��������� ��������� "������	����	 ���&��"��

���
 �������
������#

�
�
 <�������' ��� ���	 �����	
 y = f(x) &	�������	����
�� �� ���������� [x0, x0 + ∆x]' �� �����	 ���������� �� &���


����� c ����
' ��� ∆y = f ′(c)∆x#

���� �!��"#!$�
 ��	���	� ������� 5�"����� � �����		

y = f(x) �� ���������� [x0, x0 + ∆x]�

���



f(x0 + ∆x) − f(x0)
∆x = f ′(c) 	�	

f(x0 + ∆x) − f(x0) = f ′(c)∆x 	�	

∆y = f ′(c)∆x,
"&� x0 < c < x0 + ∆x#

<�
 c ����� 	����������
 ���	��� c = x0+θ·∆x' "&� 0 < θ < 1#
E����"	���( ������� &�
 ∆y ����� �����	�� 	 &�
 ����

��
 ∆x < 0' ��	���

 ������� 5�"����� �� ����������

[x0 + ∆x, x0]' ∆x < 0#
$�������� ∆y = f ′(c) ·∆x' � ������ � �	� 	 ������� 5�"����

�� ������(� ������� �������/ ��	��*��	 #

2�����	�' ��� � ����		 &	�������	��� ���� �������� ��	�

��	�����
 �������

∆y � dy 	�	 ∆y � f ′(x)∆x,
�����	������
 ��"�������� ������ �����	���� � ���( ��	

∆x → 0# 7������ �� �������/ ��	��*��	 

∆y = f ′(c)∆x
&��� ������ ������	� &�
 ∆y ��	 �(��� ��	��*��		 ∆x# 6 �����

���	(' ������� ��/��&��	
 ����	 c ������� 5�"����� �� &���#

�
%
 - ��	�����	
/ �������	�	 	����������
 ��	��	����

��
 �������

f(x0 + ∆x) � f(x0) + f ′
(
x0 +

∆x

2

)
∆x.

6�� ��� ��������D
����
��
 �� ������� �������/ ��	��*��	 

f(x0 + ∆x) = f(x0) + f ′(c)∆x,
"&� c : ��������
 ����� ���&� x0 	 x0+∆x# +��	 ��
�� c = x0 + ∆x

2 '

�����	�

f(x0 + ∆x) � f(x0) + f ′(x0 + ∆x
2 )∆x.

�
�&
 ������	�� ������&�	����� ������� 6��	 &�
 �����

�	 f(x) = cos 2x' g(x) = sinx �� ���������� [0, π
2 ]#

����
��
 8�� �����		 ���������� 	 &	�������	�����

�� [0, π
2 ]' ��	��� g′(x) = cos x �= 0 �� (0, π

2 )# C��&���������' ������
�� 6��	 ��	���	���

f(π
2 ) − f(0)

g(π
2 ) − g(0) = f ′(c)

g′(c) ,

���



"&� c : ��������
 ����� 	�������� (0, π
2 )# <�
 ��/��&��	
 ����	

c 	���� �������	�
cos π − cos 0
sin π

2 − sin 0 = −2 sin 2c
cos c 	�	

−2 = −4 sin c ⇒ sin c = 1
2 ⇒ c = π

6 # C����*��	� �� cos c ��������'
��� ��� cos c �= 0 �� (0, π

2 )#
�
��
 ��	���	�� �	 ������� 6��	 � �����	
� f(x) =

ln(1 + x2) 	 g(x) = x2 − 2x �� ���������� [0, e]D 2� ����������

[1, e]D
����
��
 2� ��� 	 �� &��"�� ���������� ��� �����		

���������� 	 &	�������	�����# �� �����	( ������� 6��	'

g′(c) �= 0 �� (a, b)# - ����� ������ g′(x) = 2x − 2 ⇒ g′(x) = 0
��	 x = 1# %���� x = 1 ∈ (0, e) ⇒ �� ���������� [0, e] �������
6��	 &�
 &����/ �����	 ����	���	��# <�
 ���������� [1, e]
����� x = 1 
��
���
 "���	��� ' 	 ������� 6��	 ����� ��	���

�
��#

�� �������� ����� ��� ���	�
	�
����	�

���	
�

�
�
 ���	��(���	������ "������	����	 ������� 7���� ��

��	���� �����		 y = cos x �� ���������� [π
3 , 5π

2 ]#
�
�
 ������	�� ������&�	����� ������� $���
 &�
 �����

�		 y = 5sin x �� ���������� [0, 2π]#

8����� c1 = π
2 ' c2 = 3π

2 #

�
�
 <�
 �����		 f(x) = 2 − x2

x4 ��������� �����	� ������

�� $���
� f(−1) = f(1)# ?��&	���
 � ���' ��� f ′(x) �= 0 �� [−1, 1]
	 ��@
��	�� !�� ����*���
 ����	�����	� � ������� $���
#

�
�
 B�&��� �����	
 f(x) = (x2−1)(x2−5x+6)# C ����*�(

������� $���
 &�������' ��� ��� ����	 �������	
 f ′(x) = 0 :

����	���� ��*��������� �	���' 	 ������� 	��������' �� ������/

!�	 ����	 �����������#

�
�
 ��������' ��� �������	� xn+px+q = 0 �� ����� 	����
����� &��/ &� ���	������/ ����� ��	 ������ n 	 ����� ���/ ��	

�������� n#

���



�
�
������	�� ������&�	����� ������� 5�"����� &�
 �����

�		 y = x3 �� ���������� [−1, 2]# C&����� ������#

�
�
 C ����*�( ������� 5�"����� &�������' ��� ���	

f ′(x) = 0 �� (a, b)' �� f(x) = FGHIJ �� [a, b]#
�
�
 <������� � ����*�( ������� 5�"����� �����������

b − a
b

� ln b
a � b − a

a ��	 �����		 0 < a < b#
�
%
 ������	�� ������&�	����� ������� 6��	 &�
 �����	 

f(x) = x3' g(x) = x2 �� ���������� [1, 2]#
�
�&
 ��	���	�� �	 ������� 6��	 � �����	
� f(x) =

√
x

	 g(x) = x3 − 6x �� ���������� [0, 1]D 2� ���������� [1, 2]D

���



���� �� ��������� ������
�������

��������� �� �������

��������

- "�# K-��&��	� � �������	����	 ����	�L ��	 ���	����		

���&���� ���	 ����������� ��� ���������� ������&������� ���

�����	
 �0
0 '

∞
∞ ' 0 · ∞' ∞−∞' 00' ∞0' 1∞
 	 ������� ������� 	/

�������	
# 2�����	�' ��� ����& �������	
 �� 	�	 	�� �������

&��������	 ��*�������� ���	��� �� �� �	&�# - &���� ���� ��&��

���������� ��	��������� ����& �������	
 ������&��������� 

���� ���������� ����	�� 5��	���

' ��������� �� 	����������

�		 &	�������	�����"� 	��	����	
#

�� �������� �	
�	�� 
�	���� ���
���

	
��
�

���� ����� ������&�������
� �����%���
�� ��

������
 ����
���� ' ��	 (�������
�� )
�

��������

�� ����	�� 5��	���
 ��������(��
 ������&��������	 �	�

&� �0
0
 	 �∞∞
# C��� ����	�� 5��	���
 � ���' ��� ��	 ����&��

�����/ �����	
/ ���&�� �������	
 ���������� ����/ 	�	 ����

������� �����	/ �����	 �����&��� � ���&���� �������	
 	/

���	���&��/' �� ����

lim
x→x0

(x→∞)

f(x)
g(x)

(
0
0

)
= lim

x→x0

(x→∞)

f ′(x)
g′(x)

' lim
x→x0

(x→∞)

f(x)
g(x)

(∞∞)
= lim

x→x0

(x→∞)

f ′(x)
g′(x)

.

���



2���	���' lim
x→π

sin 3x
sin 4x

(
0
0

)
= lim

x→π

3 cos 3x
4 cos 4x = −3

4 ,

lim
x→+∞

lnx
x

(∞∞)
= lim

x→+∞
1/x
1 = 0.

���� ���&� ���	���	� ������� ����
����

8������ �� ����������� ������ 
��
���
 ��&�����	� ����

&�(*	/ ������#

������� �
 ����� ��������� �����	
�
�# 7����		 f(x) 	 g(x) ����&����� 	 ���������� � �������� 

����������	 ����	 x0 ��� 	���(���	��' ����� ����' ���� 

����	 x0
 	 &	�������	����� � !�� ����������	' ��	���

g′(x) �= 0 ��	 x �= x0#

�# lim
x→x0

f(x) = 0' lim
x→x0

g(x) = 0#

,# ∃ lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

�������� 	�	 ���������� 
#

%�"&�

lim
x→x0

f(x)
g(x)

(
0
0

)
= lim

x→x0

f ′(x)
g′(x)

,

�� ���� ��	 ��������		 �����	 � : , ���&�� �������	
 ������

����� ����/ �����	 ��*������� 	 ����� ���&��� �������	
 	/

���	���&��/#

������� �
 ����� ��������� �����	
�
�# 7����		 f(x) 	 g(x) ����&����� 	 ���������� � �������� 

����������	 ����	 x0 ��� 	���(���	��' ����� ����' ���� 

����	 x0
 	 &	�������	����� � !�� ����������	' ��	���

f ′(x) �= 0 	 g′(x) �= 0#
�# lim

x→x0

f(x) = ∞' lim
x→x0

g(x) = ∞#

,# ∃ lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

�������� 	�	 ���������� 
#

%�"&�

lim
x→x0

f(x)
g(x)

(∞∞)
= lim

x→x0

f ′(x)
g′(x)

,

�� ���� ���&�� �������	
 ���������� �����	/ �����	 �����

���&��� �������	
 	/ ���	���&��/#

8�� ������� &�������(��
 �� �������		 ������� 6��	 	

������&�	�� &�
 �&���������	/ ���&���� ��	 x → ∞#

���



��*� ��� #%
� � ��
���� ���� �����
��� �
�

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

�� �
+��
�
�
�

- !��� ������ �����
 &����� ����&' ��� lim
x→x0

f(x)
g(x) ���� ��

��*�������# C��&��� ���������
 �� �	 !��� ���&�� &��"	� ����

�����# 2���	���' ���	 ��	 ���	����		 lim
x→∞

x + sinx
x

(∞∞)
�����

�����
 ��	���	�� ����	�� 5��	���
' �� �������
' ��� lim
x→∞

f ′(x)
g′(x)

=

= lim
x→∞

1 + cos x
x �� ��*�������# A�� �	�� ��������' ��� ����	��

5��	���
 ����	���	��# <���� ���&��' ��� �� �����' ��*�������

	 ��"�� ��/�&	��
�

lim
x→∞

x + sinx
x = lim

x→∞ (1 + sin x
x ) = 1,

��� ��� lim
x→∞

sin x
x = lim

x→∞
1
x · sinx = 0 �� ������� � ���&��� ���	��

��&��	
 ���������� ���� ���	�	�� �� �"���	�����( �����	(#

��,� ��� #%
�� ���� � ��(
��
�
� ���	������

������� ����
��� �����
��� �
�
f ′(x)

g′(x)

��

�� ���&�
�����
 ��#�- ������&�������
�

��&�
(
0
0

)
���

(∞∞
)
�

��	���
�� ����	�� 5��	���
 ��������' ���	 ������ !�� ����

�	�� ��	���	�� � �����	
� f ′(x) 	 g′(x)#

��.�  
+��
�
�
 �� ����	%� ��(�����+�� �
�


�	 &�������/�������� �����%
� �������

&�������
� ��&� 0 · ∞� ∞ − ∞� 00� ∞0� 1∞�

����� ��������/ ������������	 ���&�( 	� �����	�����

��/ ������&��������� ����� ��	����	 �	�� � �	&� 0
0 ' �	�� �

�	&� ∞∞ 	 ����� !��"� 	����������� ����	�� 5��	���
# ��	 ���

���		 ��&�� ���	� �����	 ��&�� �����������#

���



�� ������� �����

���� 0�����&�������
� ��&� (0
0
)

'����� �
 2� �	 lim
x→3

ln(x2 − 8)
2x2 − 5x − 3

#

����
��
 lim
x→3

ln(x2 − 8)
2x2 − 5x − 3

(
0
0

)
= lim

x→3

1
x2−8

· 2x
4x − 5 = 6

7 #

�� /�&� �����	
 �� ���&	�	��' ��� ����	�� 5��	���
 �

&����� ������ ��	���	�� ���� �����	
 ������� � ���������
#

'����� �
 2� �	 lim
x→0

x − sin x
x3 #

����
��
 lim
x→0

x − sinx
x3

(
0
0

)
= lim

x→0

1 − cos x
3x2

(
0
0

)
=

= lim
x→0

sin x
6x

(
0
0

)
= lim

x→0

cos x
6 = 1

6 .

��	 ���	����		 ���&��� �� ��	�&� ������������	�� ����

�	��� 5��	���
# 2� �����&��� !���� �����	
 ������ ����	��

5��	���
 ����� ���� �� ��������������
 ������ �����������

��� ���&���� � lim
x→0

sin x
x = 1
#

C��&��� 	���� � �	&�' ��� �� ���"	/ �����
/ ��������� ��	�

�����	� ����	�� 5��	���
 ����	������ ����"�����
' ���	 �����

������ �������	� ���&���	������ �������������# - ��������	'

������	���	' 	��(*	� �������� ���	���� �� ���
 ���&���' ����

�� �����	�� 	/ ���&������	 ������	
�	#

'����� �
 2� �	 lim
x→π/3

(tg x −
√

3)2
1 + cos 3x #

����
��
 lim
x→π/3

(tg x −
√

3)2
1 + cos 3x

(
0
0

)
= lim

x→π/3

2(tg x −
√

3) 1
cos2 x−3 sin 3x #

����&� ��� ��	���
�� ����	�� 5��	���
 ��������' �����

�	� ������	���� 1
cos2 x

�"� ���&������ ��	 x → π
3 ������	��'

������ .# A�� ����	������ ����"�	� ��������� ��	�����	� ����

�	�� 5��	���
�

lim
x→π

3

2(tg x −
√

3)
−3 sin 3x cos2 x

= −8
3 lim

x→π
3

tg x −
√

3
sin 3x = −8

3 lim
x→π

3

1
cos2 x

3 cos 3x = 32
9 .

- �������� ��	�����	
 ����	�� 5��	���
 ����� ������ ���

��




"�&�� 	����������� 	�������� 	� "�# K-��&��	� � �������	����	 

����	�L !��	��������� ���������� ����� ���	�	��# 2�����	�'

��� ���	 lim
x→x0

α(x) = 0' �� ��	 x → x0

sinα(x) ∼ α(x)' arcsinα(x) ∼ α(x)' eα(x) − 1 ∼ α(x)'
tg α(x) ∼ α(x)' arctg α(x) ∼ α(x)' ln(1 + α(x)) ∼ α(x)#

'����� �
 2� �	 lim
x→0

arcsinx · ln(1 + x2)
tg x − x #

����
��
 ����&� ��� ��	���	�� ����	�� 5��	���
' ����

���������
 ���' ��� arcsinx ∼ x' ln(1 + x) ∼ x ��	 x → 0# %�"&�

lim
x→0

arcsinx · ln(1 + x2)
tg x − x

(
0
0

)
= lim

x→0

x · x2

tg x − x

(
0
0

)
= lim

x→0

3x2

1
cos2 x

− 1
=

= lim
x→0

3x2 · cos2 x
1 − cos2 x

= lim
x→0

cos2 x · lim
x→0

3x2

sin2 x
= 1 · 3 = 3.

'����� �
 2� �	 lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx #

����
��
 ������� ��	���	�� ����	�� 5��	���
 ��	��&	�

� ���&���

lim
x→0

2x sin 1
x − cos 1

x
cos x ,

������ �� ��*�������' ��� ��� � �	��	���� lim
x→0

2x sin 1
x = 0' �

lim
x→0

cos 1
x �� ��*�������# %��	� �������' ����	�� 5��	���
 ����	�

���	��#

��������� �� �	 ���&��' 	�������
 ��	���' �������������

� "�# K-��&��	� � �������	����	 ����	�L�

lim
x→0

x2 sin 1
x

sin x = lim
x→0

x x
sinx sin 1

x = 0,

��� ��� lim
x→0

x
sinx = 1' �����	
 sin 1

x �"���	����' � ������	����

x �����	��
 � ���(# ���&�� ����� > �� ������� � ���	���&��		

���������� ���� ���	�	�� �� �"���	�����( �����	(#

���� 0�����&�������
� ��&�
(∞∞

)
'����� �
 2� �	 lim

x→π+0

tg x
2

ln(x − π) #

���



����
��


lim
x→π+0

tg x
2

ln(x − π)
(∞∞)

= lim
x→π+0

1
cos2

x
2
· 1

2

1
x−π

= 1
2 lim

x→π+0

x − π
cos2 x

2

(
0
0

)
.

;��������' ��� ��	���

 ����	�� 5��	���
 &�
 �������	
 �������

&��������	
(∞∞)

' �� ��	��	 � ������&��������	 �	&�
(

0
0

)
# ��	�

���

 ����� ����	�� 5��	���
' �����	�
1
2 lim

x→π+0

x − π
cos2 x

2

(
0
0

)
= 1

2 lim
x→π+0

1
−2 cos x

2 sin x
2 · 1

2

= 1
0 = ∞.

'����� �
 2� �	 lim
x→+∞

lnx
xα ' α > 0#

����
��
 lim
x→+∞

lnx
xα

(∞∞)
= lim

x→+∞

1
x

αxα−1 =

= lim
x→+∞

1
αxα = 1∞ = 0.

()$�*
 5�"��	��	�����
 �����	
 y = lnx ��	 x → +∞
���������� ��&������' ��� ��������
 �����	
 y = xα � �(���

�����	������� ����������� ������	# 2���	���'

lim
x→+∞

lnx
x100 = 0 	 lim

x→+∞
lnx
100
√

x
= 0.

'����� �
 2� �	 lim
x→+∞

ax

xn ' a > 1' n ∈ N #

����
��
 lim
x→+∞

ax

xn

(∞∞)
= lim

x→+∞
ax ln a
nxn−1 #

��	 n = 1 ���&�� ��&�� ����� ∞# +��	 �� n > 1' ����� 	����

����� ������&��������� ∞∞ # ��	���

 ����� ����	�� 5��	���
'

�����	�

lim
x→+∞

ax ln a
nxn−1

(∞∞)
= lim

x→+∞
ax ln2 a

n(n − 1)xn−2 .

8���	&��' � ��*�� ������ &�
 ��/��&��	
 lim
x→+∞

ax

xn ����	�� 5��

�	���
 ��	&���
 ��	���	�� n ���# - ���������� ��&�� 	����

lim
x→+∞

ax

xn = lim
x→+∞

ax lnn a
n(n − 1) · ... · 1 = lim

x→+∞
ax lnn a

n! = +∞
n! = +∞.

()$�*
 ������������
 �����	
 ax �a > 1
 ��	 x → +∞
���������� �������' ��� ��������
 �����	
 xn � �(���' &���

����� �"�&�� �����	� ����������� ������	# 2���	���'

lim
x→+∞

10x

x10 = +∞ 	 lim
x→+∞

2x

x1000 = +∞.

���



'����� �
 2� �	 lim
x→+∞

√
9x2 + 1 +

√
x

2x + 3
√

x2 + 1

(∞∞)
#

����
��
 ������� ��	���	�� ����	�� 5��	���
 ��	��&	�

� �� �� ������&��������	' �� ����� ������"� �	&�' ��!���� ��	�

���
�� ����	�� 5��	���
 �� 	���� ������# ���&�� ��"�� ��/��

&	��
' ���	 �����	�� ���
&�� ���������� �����	/ ���	�	� �	��

�	���
 	 ����������
# ; � �	��	����' 	 � ����������� ����������

�����	� ���	�	�� �&��"� ������"�
 ���
&��' ��!���� ���&�� ���

��� �������	( ��!��	�	����� ��	 �����/ ������
/' �� ���� 3
2 #

A��� �� ��������� ����� ���� �����	��' ��� !�� &������� � "�#

K-��&��	� � �������	����	 ����	�L' ����� &����	
 �	��	���
 	

����������
 �� x�

lim
x→+∞

√
9x2 + 1 +

√
x

2x + 3
√

x2 + 1

(∞∞)
= lim

x→+∞

√
9 + 1

x2 +
√

1
x

2 + 3
√

1
x + 1

x3

= 3
2 .

��*� 0�����&�������
� ��&� (0 · ∞)

�������' ��� ������&��������� �	&� (0 · ∞) ��"�� ���&	��


� ������&��������
� �	&� �00
 	 �∞∞
#

����� lim
x→x0

α(x) = 0' lim
x→x0

u(x) = ∞# %�"&�

lim
x→x0

α(x)u(x) = lim
x→x0

α(x)
1

u(x)

(
0
0

)
	�	

lim
x→x0

α(x)u(x) = lim
x→x0

u(x)
1

α(x)

(∞∞)
.

'����� �
 2� �	 lim
x→0+0

sinx · lnx#

����
��
 lim
x→0+0

sinx · lnx(0 · ∞) = lim
x→0+0

lnx
1

sin x

(∞∞)
=

= lim
x→0+0

1
x

− 1
sin2 x

· cos x
= − lim

x→0+0

sinx
x · sinx · 1

cos x = 0' ��� ���

lim
x→0+0

sin x
x = 1' lim

x→0+0
sinx = 0' lim

x→0+0

1
cos x = 1#

'����� �
 2� �	 lim
x→1

tg πx
2 · ln(3 − 2x)#

����
��
 lim
x→1

tg πx
2 ln(3 − 2x)(∞·0) = lim

x→1

ln(3 − 2x)
ctg πx

2

(
0
0

)
=

���



= lim
x→1

1
3−2x · (−2)
− 1

sin2 πx
2

· π
2

= 4
π lim

x→1

sin2 πx
2

3 − 2x = 4
π .

'����� �
 2� �	 lim
x→π

2
−0

cos x · ln(tg x)#

����
��
 lim
x→π

2
−0

cos x · ln tg x(0 · ∞) = lim
x→π

2
−0

ln tg x
1

cos x

(∞∞)
=

= lim
x→π

2
−0

1
tg x

1
cos2 x

− 1
cos2 x

· (− sin x)
= lim

x→π
2
−0

cos x
sin2 x

= 0
1 = 0.

��,� 0�����&�������
� ��&� (∞ − ∞)

'����� �
 2� �	 lim
x→1

(
x

x − 1 − 1
lnx

)
(∞−∞)#

����
��
 - ���������� ��	��&��	
 � ��*��� ����������(

�����	� ������&��������� �	&�
(

0
0

)
' 	 !�� ������	� ��	���	��

����� ����	�� 5��	���
�

lim
x→1

(
x

x − 1 − 1
lnx

)
= lim

x→1

x lnx − x + 1
(x − 1) ln x

(
0
0

)
=

= lim
x→1

lnx + x · 1
x − 1

ln x + x−1
x

= lim
x→1

lnx
lnx + 1 − 1

x

(
0
0

)
= lim

x→1

1
x

1
x + 1

x2

= 1
2 .

B����	�' ��� ��	 ���	����		 ���&��� �������	 &��/ �����	 ���

�����		 ��"�� ��������
 ���������� �����	�	 �����/ ������# -

����� ������ ������&��������	 ������ �� ��&��# ;��������' ���

����
 �	����	
 ��&�� 	���� �����' ���	 � ������������� ��	����

����������� �����"� ���"����"� �����	�� �� (1 − x)# %�"&�
lim

x→1−0

(
x

1 − x − 1
lnx

)
= +∞− (−∞) = +∞,

lim
x→1+0

(
x

1 − x − 1
lnx

)
= −∞− (+∞) = −∞.

'����� �
 2� �	 lim
x→0+0

(e1/x + lnx)#

����
��
 lim
x→0+0

e1/x = e+∞ = +∞' lim
x→0+0

lnx = −∞' ���&��

��������' 	���� ������&��������� �	&� (∞−∞)# =���� �����	��

�������' ������� ���"����� e1/x �� ������# - ���������� �����	�

lim
x→0+0

(e1/x + lnx) = lim
x→0+0

e1/x

(
1 + lnx

e1/x

)
.

���



2� &�� ���&��

lim
x→0+0

lnx
e1/x

(∞∞)
= lim

x→0+0

1/x

e1/x · (− 1
x2 )

= − lim
x→0+0

x
e1/x = 0∞ = 0.

%��	� �������' lim
x→0+0

(e1/x + lnx) = +∞#

'����� �
 2� �	 lim
x→+∞x3/2(

√
x3 + 1 −√

x3 − 1)#

����
��
 ��	 x → +∞ 	���� ����� ������&��������� �	�

&� ∞(∞ − ∞)# =���� �����	�� �������' �����	� 	 ���&��	�

��&����( �����	( �� ����� (
√

x3 + 1 +
√

x3 − 1)# - ����������

�����	�

lim
x→+∞x3/2(

√
x3 + 1 −

√
x3 − 1) = lim

x→+∞
x3/2(x3 + 1 − x3 + 1)√

x3 + 1 +
√

x3 − 1
=

= lim
x→+∞

2x3/2√
x3 + 1 +

√
x3 − 1

(∞∞)
.

������� ��	���	�� ����	�� 5��	���
 ��	��&�� � ���� �� �����

��&��������	' �� ����� ������"� �	&�# ��!���� ��	���
�� ����

�	�� 5��	���
 ��� ������# - "�# K-��&��	� � �������	����	 

����	�L ���	� ������&��������	 ���������	�� ����� �������	


���
&�� ���������� �����	/ ���	�	�' ���
*	/ � �	��	���� 	 ����

�������� &���	# - &����� ������ 	 � �	��	����' 	 � �����������

���
� ���������� �����	� �&��"� 	 ��"� �� ���
&�� 3
2 ' ��!����

���&�� ��&�� ����� �������	( ��!��	�	����� ��	 x3/2 � �	��	�

���� 	 �����������' �� ���� 2
1 + 1 ���# ��	��� . �# �#�
# ;���'

lim
x→+∞x3/2(

√
x3 + 1 −

√
x3 − 1) = 1.

��.� 0�����&�������
� ��&� 00� ∞0� 1∞

����� ��������
 �� �	 lim
x→x0

(u(x))v(x) 	 ��	 !��� 	���� �����

�&�� 	� ������&��������� 00' ∞0 	�	 1∞#

-�����������
 ���' ��� ���������������������( �����	(

(u(x))v(x)' ������
 ����&����� ��	 �����		' ��� u(x) > 0' ����
�� ���&����	�� � �	&�

(u(x))v(x) = ev(x)·ln u(x).
- �	�� ������������	 ������������ �����		

���



lim
x→x0

(u(x))v(x) = e
lim

x→x0
v(x) ln u(x)

,

��	 !��� �� ���/ ���/ �����
/ � ���������� ������	 ��&�� 	����

����� ������&��������� (0 · ∞)' ������
 &���� ��"�� ���&	��
 �

������&��������	
(

0
0

)
	�	

(∞∞)
#

'����� �
 2� �	 lim
x→0+0

ln x√sin2 x#

����
��
 lim
x→0+0

ln x√sin2 x = lim
x→0+0

(sin x)
2

ln x (00) =

= e
lim

x→0+0

2
ln x ·ln sin x(0·∞)

.
2� &�� ���&�� ���������
 ������	�

lim
x→0+0

2
lnx

· ln sinx = lim
x→0+0

2 ln sinx
lnx

(∞∞)
=

= lim
x→0+0

2
sin x · cos x

1
x

= lim
x→0+0

2 · x
sinx · cos x = 2.

%��	� �������' lim
x→0+0

ln x√sin2 x = e2#

'����� �
 2� �	 lim
x→1

(2 − x)tg πx/2#

����
��
 lim
x→1

(2 − x)tg πx/2(1∞) = e
lim
x→1

tg πx/2·ln(2−x)(∞·0)
#

2� &�� ���&�� ���������
 ������	�

lim
x→1

tg πx
2 ln(2 − x) = lim

x→1

ln(2 − x)
ctg πx

2

(
0
0

)
= lim

x→1

− 1
2−x

− 1
sin2 πx

2
· π

2

= 2
π .

%��	� �������' lim
x→1

(2 − x)tg
πx
2 = e2/π#

'����� �
 2� �	 lim
x→0+0

(ctg x)sin x#

����
��
 lim
x→0+0

(ctg x)sin x(∞0) = e
lim

x→0+0
sin x ln ctg x(0·∞)

2� &�� ���&�� ���������
 ������	�

lim
x→0+0

sinx ln ctg x = lim
x→0+0

ln ctg x
1

sin x

(∞∞)
=

= lim
x→0+0

1
ctg x(− 1

sin2 x
)

− 1
sin2 x

cos x
= lim

x→0+0

sin x
cos2 x

= 0.

%��	� �������' lim
x→0+0

(ctg x)sin x = e0 = 1#

�
�



�� �������� ����� ��� ���	�
	�
����	�

���	
�

- ��&��	
/ � : ,, ���&��"����
 �� �	 ��������� ���&���

8������

�# lim
x→0

e2x − 1
sin 3x

2
3

�# lim
x→0

eαx − cos αx
eβx − cos βx

α
β

,# lim
x→2

ln(x2 − 3)
3x2 − x − 10

4
11

.# lim
x→π

1 + cos 3x
sin2 x

9
2

0# lim
x→a

xm − am

xn − an
m
n am−n

1# lim
x→π

x sinx
1 − cos 4x

1
2

3# lim
x→0

x arctg2 x
tg x − x ,

4# lim
x→0

ln( 2
π arccos x)

ln(1 + x)
2
π

9# lim
x→∞

π − 2 arctg x
ln(1 + 1

x)
�

�># lim
x→1

xx − 1
lnx

�

��# lim
x→+∞

lnx√
x

>

��# lim
x→0

ln sin 2x
ln sinx

�

�,# lim
x→±∞

√
x2 + 1

x + 3
√

x2 + 7
±1

�.# lim
x→0+0

x2 · lnx >

�0# lim
x→∞x · sin π

x π

�1# lim
x→∞x · (e2/x − 1) �

�3# lim
x→+∞xn · e−x >

�4# lim
x→0

x−100 · e− 1
x2 >

�
�



�9# lim
x→π

(π2 − x2) · tg x
2 4π

�># lim
x→1

cos πx
2 · ln(1 − x) >

��# lim
x→0

(
1
x − 1

ex − 1

)
1
2

��# lim
x→0

(
1

x sinx − 1
x2

)
1
6

�,# lim
x→+∞ (x − lnx) +∞

�.# lim
x→0+0

xx �

�0# lim
x→1

x
1

x2−1
√

e

�1# lim
x→1

(3 − 2x)tg
πx
2 e4/π

�3# lim
x→0

x2√cos x e−
1
2

�4# lim
x→0+0

(1 + x)ln x �

�9# lim
x→+∞ (x +

√
x2 + 1)

1
ln x e

,># lim
x→0+0

xxx−1 �

,�# lim
x→∞

x − sinx
x + sinx �

,�# lim
x→0

1
x

(
1
x − ctg x

)
1
3

,,# lim
x→0

1 − (cos x)sin x

x3
1
2

�
�
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��
�

���� 1&�� ���	
�% 2�-���� (������� � ����
��

&�������/��
�	�- �
��/��� ' ��	 ��� (��

������
���

��	��*��	� ∆y &	�������	����� � ����� x0 �����		 ���&�

����	�� � �	&�
∆y = f ′(x0) · ∆x + o(∆x), 	�	
f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) + o(x − x0), 	�	

f(x) = P1(x) + o(x − x0), ��


"&� P1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) : ���"����� ����� ������	�

o(x − x0) : ���������� ����
 ����� ������"� ���
&�� ������	'

��� (x − x0) ��	 x → x0#

+����������' ����	���� ������' �����
 �	 �� �����"		 � ��


���&����	�� �����	( f(x) � �	&�

f(x) = Pn(x) + o((x − x0)n),
"&� Pn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)2+...+an(x−x0)n : ���"�����

������	 n� o((x−x0)n) : ���������� ����
 ����� ������"� ���
&��
������	' ��� (x − x0)n ��	 x → x0D

���� "
��
 �� ���
������%- ������

;���� ����� ���&�(*�


������� �
 +��	 �����	
 y = f(x) ����&����� � �������� 
����������	 ����	 x0' � � ���� ����� 	���� ���	���&��� &� n�"�
���
&�� ���(�	������' ��"&� ��	 x → x0 	���� ����� �������

f(x) = Pn(x) + o((x − x0)n) ��


"&�

�
�



Pn(x)=f(x0)+
f ′(x0)

1! (x−x0)+
f ′′(x0)

2! (x−x0)2+...+f (n)(x0)
n! (x−x0)n

: ���"����� ������	 n �����	������ (x − x0)� o((x − x0)n) : ����

������� ����
 ����� ������"� ���
&�� ������	' ��� (x − x0)n#

7������ (2) ���������
 ������� %� �����' ���"�����

Pn(x) : ���"������� %� ����# 7����	(

rn(x) = f(x) − Pn(x)
��	�
�� �������� ���������� ������ ������� %� ����# C ����

��� !��"� ������� %� ���� ����� ���	���� � �	&�

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)
k! (x − x0)k + rn(x),

"&� rn(x) = o((x − x0)n) ��	 x → x0#

��	 n = 1 	���� f(x) = f(x0) + f ′(x0)
1! (x − x0) + o(x − x0)'

��	 n = 2 ��&�� 	����

f(x) = f(x0) + f ′(x0)
1! (x − x0) + f ′′(x0)

2! (x − x0)2 + o((x − x0)2)
	 �#&#

��*� 3�	 (�	���
����� ���	
�� 2�-�����

%�� ��� ��	 x → x0 ���"����� rn(x) = o((x − x0)n) ������

�� %� ���� 
��
���
 ���������� ���� ����� ������"� ���
&��

������	' ��� �(�� ���� ���"������ %� ����' !�� ������
�� �

����������	 ����	 x0 ��	��	����� ���&����	�� �����	( f(x) �
�	&� ���"�������

f(x) � a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + ... + an(x − x0)n,
��	 !��� ��!��	�	���� ak !��"� ���"������ ���	��
(��
 ��

�&	�	������ ������ �������

ak = f (k)(x0)
k! .

C��&	 ���/ �����	 ���"������ 
��
(��
 �����	 �������	#

��!���� ���
���' ��� ����� 	 &�
 ���� �������	�	' 	 &�
 ��

��	�����	 	���� ����������� ���&����	�� ���	�������( �����

�	( ��	��	����� � �	&� ���"������# %���( ����������� &���

������� %� ����#

��� ������ �	
�� 
 	��	� 
 ���������� ����������

�





��,� 4���� �� ��
�
���%- ���� rn(x) �%��(�
�
����	�
� �#��(�	 ����( f(x)�

C�*������� ��������� ���� ���	�	 rn(x) ����� ���	���&��(
(n + 1)�"� ���
&�� �� �����		 f(x)# 2�	����� ��������������� 

��
���
 ���	�� rn(x) � ����� 5�"�������

rn(x) = f (n+1)(c)
(n + 1)! (x − x0)n+1,

"&� c = x0+θ ·∆x : ��������
 ����� ���&� x 	 x0# ;��������' ���

!�� ����� ���	�	 rn(x) ���	�����
 �� (n + 1)�"� ����� �������

%� ���� �	�� ���' ��� ���	���&��
 (n + 1)�"� ���
&�� ���	��

�
���
 �� � ���� ����� x0' � � �������� ����&�� � �� �����

c = x0 + θ · ∆x' "&� 0 < θ < 1#

��.� ��� �%���&�
 ���	
�� 2�-���� � ���
��	

��
���� ���&� x0 = 0�

��	 x0 = 0 ������� %� ���� 	���� ���� ������ �	&�

f(x) = f(0) + f ′(0)
1! x + f ′′(0)

2! x2 + . . . + f (n)(0)
n! xn + o(xn),

	�	

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)
k! xk + o(xn).

A��� ������ ����� ������� %� ���� ���������
 ������� 

M���������#

�� ������� �����

�
�
7������ M�������� &�
 �������/ !����������/ �����

�	 	��(� ���&�(*	 �	&�

�# ex = 1 + x + x2

2! + . . . + xn

n! + o(xn) =
n∑

k=0

xk

k! + o(xn)�

�# sinx= x − x3

3! + x5

5! − . . . + (−1)n x2n+1

(2n + 1)! + o(x2n+2) =

=
n∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)! + o(x2n+2);

��� ������� �	��
 
 	�	�� 
 ����������� ��������� � �� �����
�!� "������� �	
#� 
 	�$
� 
 %�����&���� ����������

�
�



,# cos x= 1 − x2

2! + x4

4! − . . . + (−1)n x2n

(2n)! + o(x2n+1) =

=
n∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)! + o(x2n+1);

.# (1 + x)a= 1 + ax + . . . + a . . . (a − n + 1)
n! xn + o(xn) =

= 1 +
n∑

k=1

a(a − 1) . . . (a − k + 1)
k! xk + o(xn);

0# ln(1 + x)= x − x2

2 + x3

3 − . . . + (−1)n−1 xn

n + o(xn) =

=
n∑

k=1

(−1)k−1 xk

k
+ o(xn).

�������' ��� �������� ������� &�
 sinx 	 (1+x)n# 8��������

������� �������&����
 �����	�� �������
������#

����
��
 ����� f(x) = sinx# 8���	&��' �����	
 �������

������
(��
 � �(�� ����������	 ����	 x0 = 0# <�
 ���	���&�

�� ���
&�� m �� �����		 sinx ����� ���� �������� �������

(sin x)(m) = sin(x + m · π
2 )' ��!����

f (m)(0) = sin(m · π
2 ) =

{
0 &�
 m = 2k,

(−1)k &�
 m = 2k + 1' k = 0, 1, 2, 3, . . .

%�"&� �� ������� M�������� &�
 �����		 f(x) = sinx 	����

sinx = x − x3

3! + x5

5! − . . . + (−1)n x2n+1

(2n + 1)! + o(x2n+2)

��	 x → 0' n = 0, 1, 2, . . . B����	�' ��� ��������� ���� ���	���

� �	&� o(x2n+2)' � �� � �	&� o(x2n+1) ������' ��� ���"����� ���"��
����� �� �������( (2n + 2) ����� ���(# ;�������� �����	��' ���

���"����� %� ���� &�
 ������� �����		 f(x) = sin x ��&���	�

���"����� ������ � ��������	 ������
�	 ��"������#

����� f(x) = (1 + x)a' "&� a : ��������� �	��	��������

�	���# %�� ��� f (n)(x) = a(a − 1)(a − 2) . . . (a − n + 1)xa−n' ��

f (n)(0) = a(a − 1)(a − 2) . . . (a − n + 1) 	' ���&���������'

(1+x)a = 1+ax+ a(a − 1)
2! x2+ . . .+ a . . . (a − n + 1)

n! xn+o(xn)
��	 x → 0' n = 0, 1, 2, . . .

�
�
 7����	( f(x) = tg x ������	�� �� ������� %� ����

&� ���"����/ ������"� ���
&�� ���(�	�������

�
�



�
 �� ������
� x� �
 �� ������
� (x − π
4 )#

����
��


N
 f(x) = f(0) + f ′(0)
1! x + f ′′(0)

2! x2 + f ′′′(0)
3! x3 + o(x3)#

2� &�� f(0)' f ′(0)' f ′′(0)' f ′′′(0)�

f(0) = tg 0 = 0� f ′(x) = 1
cos2 x

⇒ f ′(0) = 1;

f ′′(x) = −2
cos3 x

· (− sinx) = 2 sin x
cos3 x

⇒ f ′′(0) = 0;

f ′′′(x) = 2 cos x · cos3 x − 2 sin x · 3 cos2 x(− sinx)
cos6 x

=

= 2 cos2 x + 6 sin2 x
cos4 x

⇒ f ′′′(0) = 2.

%��	� �������'

tg x = x + 2
3!x

3 + o(x3) = x + x3

3 + o(x3) ��	 x → 0.

�
 f(x) = f(π
4 )+

f ′(π
4 )

1! (x − π
4 ) +

f ′′(π
4 )

2! (x − π
4 )2+

+
f ′′′(π

4 )
3! (x − π

4 )3 + o((x − π
4 )3).

2� &�� f(π
4 )' f ′(π

4 )' f ′′(π
4 )' f ′′′(π

4 )�

f(π
4 ) = tg π

4 = 1� f ′(π
4 ) = 1

cos2 π
4

= 2�

f ′′(π
4 ) =

2 sin π
4

cos3 π
4

= 4� f ′′′(π
4 ) =

2 cos2 π
4 + 2 sin2 π

4

cos4 π
4

= 16#

%��	� �������' ��	 x → π
4

tg x = 1 + 2
(
x− π

4

)
+ 4

2!

(
x− π

4

)2
+ 16

3!

(
x− π

4

)3
+ o

((
x− π

4

)3)
=

= 1 + 2
(
x − π

4

)
+ 2

(
x − π

4

)2
+ 8

3

(
x − π

4

)3
+ o

((
x − π

4

)3)
.

�
�
 �����	�� ��������	� �� ������� M�������� "	������

�	����	/ �����	 sh x = ex − e−x

2 	 ch x = ex + e−x

2 #

����
��
 -�����������
 ��������	��

ex = 1 + x + x2

2! + . . . + xn

n! + o(xn). ��


B����	� � ��� x �� −x' ��&�� 	����

�
�



e−x = 1 − x + x2

2! − . . . + (−1)n xn

n! + o(xn). ��


����� ���	���	
 	� ��������	
 ��
 ��������	
 ��
 	 �����&�(�

*�"� &����	
 �� � �����	�

sh x=x + x3

3! + . . . + x2n+1

(2n + 1)! + o(x2n+2)=
n∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)! + o(x2n+2).

E����"	���' ����&���
 ��
 	 ��
 	 &��
 �� �' ��&�� 	����

ch x = 1 + x2

2! + x4

4! + . . . + x2n

(2n)! + o(x2n+1) =
n∑

k=0

x2k

(2k)! + o(x2n+1).

;�������� �����	�� ��������	
 &�
 sh x 	 sin x' &�
 ch x 	 cos x#
�
�
 $�����	�� �����	( f(x) =

√
1 + x2 �� ������� M��

�������# C ����*�( ���������"� ��������	
 �� �	 f (6)(0) 	

f (7)(0)#

����
��
 -�����������
 ��������	��

(1 + x)a = 1 + ax + a(a − 1)
2! x2 + . . . + a . . . (a − n + 1)

n! xn + o(xn).

B����

 � ��� x �� x2 	 ����"�
 a = 1
2 ' �����	�

(1+x2)
1
2 =1+ 1

2x2 +
1
2(1

2 − 1)
2! x4 + . . .+

1
2 . . . (1

2 − n + 1)
n! x2n +o(x2n).

����� ������������	
 ��!��	�	����� ���������"� ��������	


��&�� 	����

(1+x2)
1
2 = 1+1

2x2− 1
222!

x4+. . .+(−1)n 1 · 3 . . . (2n − 3)
2nn! x2n+o(x2n).

2� &�� � ����*�( ���������"� ��������	
 f (6)(0) 	 f (7)(0)# -

������� M�������� ak = f (k)(0)
k! ' ����&� f (k)(0) = ak ·k!# - �����

������ a6 = 1 · 3
233!

= 1
16 ' ���&���������' f (6)(0) = a6 · 6! = 45# %��

��� ���������� ��������	� �� ��&���	� ���"����"� � x7' �� a7 = 0
	 f (7)(0) = 0#

�
�
 �����	�� ��������	� �� ������� M�������� �����		

f(x) = ln sinx
x &� ���"����"� � x4#

����
��
 ���������
 ���	�� ��&���' 	�������
 ��������

��� � ��&��� �#� ��������	
 &�
 sinx 	 ln(1 + x)# %�� ��� sinx =

= x − x3

3! + x5

5! + o(x6)' �� sinx
x = 1 − x2

3! + x4

5! + o(x5)# <����

�
�



������������
 ��������	��

ln(1 + α(x)) = α(x) − α2(x)
2 + o(α2(x)),

"&� α(x) = −x2

3! + x4

5! + o(x5)'

α2(x) =
(
−x2

3! + x4

5! + o(x5)
)2

=
(
−x2

3!

)2

+ o(x5).

%�"&� ��	 x → 0 ��&�� 	����

ln sinx
x = −x2

3! + x4

5! −
1
2

(
−x2

3!

)2

+o(x5) = −x2

6 − x4

180 +o(x5).

�
�
 -��	��	�� 4
√

e � ��������( &� >#>>�#

����
��
 -�����������
 ��������	��

ex = 1 + x + x2

2! + x3

3! + . . . + xn

n! + rn(x).
=���� ��
��	��' ������� ���"����/ ��������	
 ���&��� ��
��'

����� �������	�� ���	����	� 4
√

e � ��������( &� >#>>�' �����

�� �	 ����� n' ��	 ������� |rn(x)| < 0.001# -�����������
 �����

������ ������ � ����� 5�"������

rn(x) = f (n+1)(c)
(n + 1)! xn+1.

- ����� ������ x = 1
4 ' 0 < c < 1

4 ' f (n+1)(c) = ec# 8���	&��' ���

ec < 3 	 ��"&� rn(1
4) < 3

(n + 1)!
1

4n+1 # ?�� ��	 n = 3 	���� r3(1
4) =

= 3
4!

1
44 = 1

2048 < 0.001' ��!���� ��	 ���	����		 4
√

e � ��������(

&� >#>>� &��������� � ������� M�������� &�
 ex ��
�� ���"�����

&� x3 ���(�	�������

ex � 1 + x + x2

2! + x3

3! .

��	 x = 1
4 ��&�� 	����

4
√

e � 1 + 1
4 + 1

16 · 2 + 1
64 · 4 � 1.285.

�
�
 -��	��	�� ��	��	����� 3√130#

����
��
=���� ��������������
 ������� M�������� &�


�����		 f(x) = 3
√

1 + x' ���&����	� 3√130 � �	&�
3√130 = 3√125 + 5 = 5 3

√
1 + 5

125 = 5(1 + 0.04)1/3.

-�����������
 ��������	��

(1 + x)a = 1 + ax + a(a − 1)
2! x2 + . . . + a . . . (a − n + 1)

n! xn + rn(x)

�
�



��	 a = 1
3 # - ����� ������ x = 0.04 : &��������� ����' ��!����

����� �"���	�	���
' ����	���' ����
 ���"�����	�

(1 + x)1/3 � 1 + 1
3x +

1
3(−2

3)
2! x2 = 1 + x

3 − x2

9 .

��	 x = 0.04 ��&�� 	����

(1 + 0.04)1/3 � 1 + 1
3 · 0.04 − 1

9 · 0.0016 = 1.01316.

8���	� &���*����( ��"��������# B��	��� ��������� ���� r2(x)
� ����� 5�"������

r2(x) = f ′′′(c)
3! x3' "&� x = 0.04' 0 < c < 0.04;

f ′′′(x)= 1
3

(
−2

3

) (
−5

3

)
(1 + x)−8/3 = 10

27(1 + x)8/3 ⇒
⇒ f ′′′(c) = 10

27(1 + c)8/3 .

%�"&�

r2(0.04) = 1
3!

10
27(1 + c)8/3 (0.04)3 <

10(0.04)3
3! · 27 = 0.00064

162 < 0.0001.

%��	� �������' 3√130 = 5(1 + 0.04)1/3 � 5 · 1.01316 = 5.0658' ��	
!��� &���*����
 ��	��� �� ��������� >#>>>�#

�
�
 <�
 ���	/ x ��	��	�����
 �������

cos x � 1 − x2

2 ������&�	�� � ��������( &� >#>>>�D
����
��
 -�����������
 ������� M�������� � ��������

��� ������ � ����� 5�"������

cos x = 1 − x2

2 + r3(x)' "&� r3(x) = f (4)(c)
4! x4.

%�� ��� f (4)(x) = cos x' �� r3(x) = cos c
4! x4# 8���	&��' |r3(x)| � x4

4! #

�� �����	( ��&��	 &����� ������
���
 ����������� x4

4! < 0.0001'

����&� |x| < 4√24 · 0.0001 � 0.222#
�
%
 -��	����	� ���&���� � ����*�( ������� %� ����

�����& ��&����	
 "����� ����	
#

+��	 �����	
 f(x) 
��
���
 ���������� ���� ��	 x → x0'

�� ������ ���	���� �� ���
 ���"����� ��������	
 !�� �����		

�� ������� %� ���� 
��
���
 �� "����� �����(' 	 !�� �����

!�����	��� 	����������� ��	 ���	����		 ���&����#

���



'����� �
 2� �	 lim
x→0

ex − e−x − 2x
x − sinx

(∞∞)
#

����
��
 -�����������
 	��������	 ��������	
�	

ex = 1 + x + x2

2! + x3

3! + o(x3), sinx = x − x3

3! + o(x3),

e−x = 1 − x + x2

2! − x3

3! + o(x3).

%�"&� lim
x→0

ex − e−x − 2x
x − sinx =

= lim
x→0

(1 + x + x2

2! + x3

3! + o(x3)) − (1 − x + x2

2! − x3

3! + o(x3)) − 2x

x − (x − x3

3! + o(x3))
=

= lim
x→0

2 · x3

3! + o(x3)
x3

3! + o(x3)
= 2.

'����� �
 2� �	 lim
x→0

(
sinx

x

) 1
x2

(1∞)#

����
��
 lim
x→0

(
sinx

x

) 1
x2

= e
lim
x→0

1
x2 ln

sin x
x # 2� &�� ���&�� ���

�������
 ������	�

lim
x→0

1
x2 ln sinx

x
(∞∞)

= lim
x→0

ln
x−x3

3! +o(x3)

x

x2

(∞∞)
=

= lim
x→0

ln(1 − x2

3! + o(x2))
x2 = lim

x→0

−x2

3! + o(x2)
x2 = −1

6 .

��	 ���	����		 ���&��� ���� 	����������� ��������	� � �
&

M�������� &�
 sinx 	 ln(1 + x)#

8����������� ��&�� 	���� lim
x→0

(
sinx

x

) 1
x2

= e−1/6#

'����� �
 2� �	 lim
x→∞ (x − x2 ln(1 + 1

x)) &���
 ��������	 ��

	����������	�� ������� %� ���� 	 �� ����	�� 5��	���

#

�# -�����������
 ��������	�� ��	 x → ∞�

ln(1 + 1
x) = 1

x − 1
2 · 1

x2 + o( 1
x2 ).

%�"&�

lim
x→∞ (x − x2 ln(1 + 1

x)) = lim
x→∞ (x − x2( 1

x − 1
2 · 1

x2 + o( 1
x2 ))) = 1

2 .

�# 2� &�� ���&�� �� ����	�� 5��	���
�

lim
x→∞ (x − x2 ln(1 + 1

x)) = lim
x→∞x2( 1

x − ln(1 + 1
x)) =

���



= lim
x→∞

1
x − ln(1 + 1

x)
1
x2

.

;���� ����� �����	 ���������( t = 1
x ' ������
 ��	 x → ∞ �����

�	��
 � ># %�"&�

lim
x→∞

1
x − ln(1 + 1

x)
1
x2

= lim
t→0

t − ln(1 + t)
t2

=

= lim
t→0

1 − 1
1+t

2t = lim
t→0

1
(1+t)2

2 = 1
2 .

- &����� ������ ����� ������ ��"�
&	� ���&����	�������# -

&��"	/ �����
/' ��������' �&����� 	����������� ����� ������#

%�����' ��"&� �� ������ ��������� �������� �������	
 �������

&��������� ' � ���&�� ���������� ������ ����� ����� �������

��	����� !�����	��� #

�� �������� ����� ��� ���	�
	�
����	�

���	
�

�
�
 �����	�� ��������	� �� ������� %� ���� �����		

y = ex

�
 �� ������
� x� �
 �� ������
� (x − 2)#
�
�
 �����	�� ��������	� �� ������� M�������� �����	 

y = cos x' y = ln(1 + x)#
�
�
 $�����	�� ���"����� x3 + 3x2 − 2x + 4 �� ������
�

(x + 1)#

8����� x3 + 3x2 − 2x + 4 = (x + 1)3 − 5(x + 1) + 8#
�
�
 $�����	�� �� ������� %� ���� �����	( f(x) = 1√

x
� ����������	 ����	 x0 = 1 &� ������ ������"� ���
&�� ���(�	�

������#

8����� 1√
x
= 1 − 1

2(x − 1) + 1·3
22·2!

(x − 1)2−
−1·3·5

23·3!
(x − 1)3 + o((x − 1)3).

�
�
 ;�������
 	�������� �������' �����	�� ��������	


�� ������
� x ���&�(*	/ �����	 �

f(x) = e−x2
' f(x) = sinx cos x' f(x) = cos2 x'

f(x) = x
1 + x ' f(x) = ln 1 + x

1 − x #

���



+�� �
��
 C��&��� ���&����	�� �����		 � �	&�

f(x) = sinx cos x = 1
2 sin 2x,

f(x) = cos2 x = 1
2(1 + cos 2x),

f(x) = x
1 + x = x(1 + x)−1,

f(x) = ln 1 + x
1 − x = ln(1 + x) − ln(1 − x).

�
�
 <�
 �����		 f(x) = x5 − 5x3 + x �� �	 ������ ��	

����� ��������	
 �� ������
� (x − 2)# -��	��	�� ��	��	�����

� 	����������	�� ���������"� ��������	
 f(2.1)# 2� �	 ������

������	� f(2.1)# C����	�� ���������� ���������� 	 �&����� ���

��&#

�
�
 ������
�� ��	��	����� ������� ex � 1+ +x + x2

2! '

�� �	 1
4
√

e
	 ����	�� ��"��������#

8����� >#34' |r2(−1
4)| < 0.01.

�
�
 2� �	 cos 10◦ � ��������( &� >#>>�#

�
%
 8���	�� �����(���( ��"�������� ��	��	����� ����

����
√

1 + x � 1 + x
2 − x2

8 ��	 0 � x � 0.4#

8����� |r4(0.4)| < 0.004#
�
�&
 ;�������
 ���������� ����� ��������	
' ��&��	��

"������ ����	 ��&����/ ���������� ����/ ��	 x → 0 ���	�	�

8������

�# α(x) = x − sinx' α(x) ∼ x3

6 �

�# α(x) = ex − e−x' α(x) ∼ 2x�

,# α(x) = ex3 − x3 − 1' a(x) ∼ x6

2 �

.# α(x) = ln(ex − x − x2

2 )' α(x) ∼ x3

6 �

0# α(x) = tg x − x' α(x) ∼ x3

3 #

�
��
 2� �	 ��������� ���&����

8������

�# lim
x→0

x − sin x
ex − x2

2 − x − 1
' ��

�# lim
x→0

ex3 − x3 − 1
x6 ' 1

2 �

���



,# lim
x→0

ln(ex − x − x2

2

x2 sinx
' 1

6 �

.# lim
x→0

(
1
x2 − 1

sin2 x

)
' −1

3 �

0# lim
x→0

(
sinx

x

) 1
x
' �#

��




���� ������������


�������
�������� ����������

� �����
����� ����
��

� ��������� ��������

- "�# K-��&��	� � �������	����	 ����	�L ���	 ��������

���� ���	� ������ !������� 	����&����	
 ����&��	
 �����		'

��� ��/��&��	� ������	 ����&����	
' 	����&����	� �����		 ��

�������� 	 ����������' �� ���	�&	������# O��� &��� �����	�	�

���	
 ����� ������� �����		 	 ����&	�� ����&����	
 /��������

����� �������# =�� �� �������
 ���	/ �����/ ��������' ��� 	��

���&����	� �����		 �� ������������ 	 !��������' ��/��&��	�

��	������"� 	 ��	������"� ������	 �����		' �� ����&��	 "�#

K-��&��	� � �������	����	 ����	�L !�	 ������� �&������� ���

�	�� �	�� � ������ �	/ �����
/#

%���	
 &	�������	�����"� 	��	����	
 &��� ������ 	 !��

����	��� ������ �����	
 ��� !�	/' ��� 	 �
&� &��"	/ ��������'

����(*	/�
 ����&��	
 �����		# ������ 	����&����	� �����		

� ��	������	�� ����		 ���&��� 	 ������������	 	 &	�������	�

�����"� 	��	����	
 ������
�� ����	�� "���	�	 &������� �����

��/ �����	 ' � ����� ������ &��"	� ���"��	������� ��&��	 ���

���� �������	�	' ��� 	 �� ��	�����	 #
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���������� ����� �

� �� ��� �����	����� ����� �� ������� ���
 
������� �  
�
!�"

������# �� ��	�����# 
�� Ox 
����� ��
�$ ���
 ��  �����������

�����������$  �
	�%����� 	 �
���
 ������� ���
�
 ���	�"

���� ����� & � '� ��� ��	
���������� ����� (�$ ���
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� ��
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�� � ! ��� �����
� 
������
��� 
 ��������
��

����	
� ��
���

���
 ��
��

�

)��� � * ( �	������ ��
#��������
� ������������ ���%��"

��
 ��
��#�

������� �� +�� �
�
 ��
�� %������������#�� �� (a, b)
������� f(x) ���� 	
���������� ��� �����	����� �� (a, b)$
��
�

%�#
 � %
����
��
$ ��
�� f ′(x)�0 ∀x ∈ (a, b) ����� �*���

������� �� +�� �
�
 ��
�� %������������#�� �� (a, b)
������� f(x) ���� ���	����� ��� ��	
���������� �� (a, b)$
��
�

%�#
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���
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����������� �������$ %��

�
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 ��%������$ ������� y = f(x) �#��� 	 �
��� x0

�
������� #���#�#$ ���� ������	��� 
������
��� �
��� x0$ 	
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 �
���
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�
�
�$ 
������
 
� x0$ 	� 
������� ����	����	


f(x) > f(x0)� 1� ���� / ���
� 
�
����
���� 
���%��� �
��� x1 �

x4$ ���%
	������
$ 	 2��
 �
���
 ������� �#��� �
������� #�"

��#�#�
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$ ������� y = f(x) �#��� 	 �
��� x0 �
�������

#����#�#$ ���� ������	��� 
������
��� �
��� x0$ 	
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���


�
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� x0$ 	� 
������� ����	����	
 f(x) < f(x0)�
4#���
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#$ �
���#� �
�����
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 #����#�#��
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�
�
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������
��� �
��� x0$ � %�� 	��
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������ 
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%������ �������� 3���
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��� x0 �������  ����"
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������ 
 ��%������ ��������$ �
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������ 
 ��%������ ��%�� 	� 
������� ����	����	
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������� 
�������  
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��/� '�� 	���� ���� ���
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�� f ′(x)
	 ������ .����������

: �
���
 M2$ M4$ M6 ������� ������� y = f(x) ��������"
���  ���������� 
�� Ox$ ���%
	������
$ f ′(x2) = 0$ f ′(x4) = 0$
f ′(x6) = 0� : �
��� M1 ������ ������� ���������
� �� �#���$

���%
	������
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��	
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� ������� 	 �
��� x1 �� ����"

��	���� 5���# 
����
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������� 	 
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������ ������� ������������ 7���

������� f(x) �#��� 	 �
��� x0 �
������� 2�����#�#$ �
 ��  �
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� �
��� ��	�� - ��� �� ������	����
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�� ���������
� ��
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���
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������� y = f(x) �� ���� / ����� f ′(x)$ �
 ����
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��� f ′(x) ��#����� �	
� ����$ �
 ������� f(x) �#��� 	 2�
� �
���

�
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 2�
 �
��� #����#�#�$ ���� � #����� ��  ��� * �
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%� ����� ����������� �
��� x3 � x5  �
��	
%���

�� #����� �����$  
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 �
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��� y = x3e−x�
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 ��%����� �� 	��� ����
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��# lim
x→−∞x3e−x = −∞$ lim

x→+∞x3e−x = lim
x→+∞

x3

ex

(∞∞)
=

= lim
x→+∞

3x2

ex = lim
x→+∞

6x
ex = lim

x→+∞
6
ex = 0$ ���%
	������
$ ������

�������  �� x → +∞ ; ��!�#�����< � 
�� Ox�
1��%�#  �
��	
%��� �������@

y′ = 3x2e−x − x3e−x = x2e−x(3 − x).
4� ���	����� x2e−x(3− x) = 0 ���%�# ����������� �
��� x1 = 0$
x2 = 3� )��
���# 
������ 
 ��%������ ������� ����������#�

�
���#� �� �����	��� (−∞, 0)$ (0, 3) � (3, +∞)$ 
 ��%���# ����

f ′(x) �� ��!%
# �����	��� � ���������� ������# 	 �������

x �"∞$-� - �-$�� � ��$A∞�

f ′(x) A - A - B

f(x) ↗ - ↗ 27/e3 ↘
��� CDE

>��  ���

%� ����� ����������� �
��� x1 = 0 ���� f ′(x) �� #���"
����$ ���%
	������
$ 2�����#�#� 	 �
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��� x2 = 3 ���� f ′(x) #������� � (+) �� (−)� 9�
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	 �
��� x = 3 ������� �#��� #����#�# f(3) = 27
e3 �
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� ������� y = f(x)� ?������ f(x)$ ������ �
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��� �����	��
	 (a, c1)
� (c2, b) � 	
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���
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���5� '���� �����
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 P11
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���
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� ��
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� �� %�����$  �������� ������������ 5���� �
��� ���	
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 �����
 ����	��� �
���#�  �������$ � �

�	����	����� �# ���"

����� ����#���� �	 ��.�# ������ 2�
 c1 � c2� ����	��� �
���#�

 ������� ������� y = f(x)�
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 ����� �
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�
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 y = f(x) ��*
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���%�#$ ��� ��%�� 	���� ���� � �	��������# ����#����

 �
��	
%��� f ′(x) 	%
�� 	
����
� ����� �-� � 	� ���
� ����� ���

���	
�� +�� 	
����
� ���	
� ����� �-� tg α1 < tg α2 < tg α3$ �

��� ��� f ′(x) = tg α$ 2�
 
�������$ ��
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�
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�
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� ����� ��� tg α1 > tg α2 > tg α3$ �
 ���� f ′(x) ���	����
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������� �� >���� ������� y = f(x) %	�!%� %���������"

���#� �� �����	��� (a, b)� 5
�%� ���� f ′′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b)$ �

���	�� y = f(x) 	
����� �� (a, b)$ ���� !� f ′′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b)$
�
 ���	�� y = f(x) 	� ���� �� (a, b)�

��� � ! ��� ����������� 
������
��� ����	
�
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�� � ��
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 y = f(x) 	

����� x0�

4� ��
��#� ' ���%���$ ��
 ���� ������� y = f(x) �#��� 	

�
��� x0  ������ � �� 	�
���  �
��	
%��� f ′′(x) �� ����	�� 	 2�
�
�
���$ �
 f ′′(x0) = 0� ��
#� �
�
$ 	�
���  �
��	
%��� 	 �
���  �"

������ #
!�� � �� ������	
	���� 5���# 
����
#$ �
���  �������

������� y = f(x) ��

%���� ���%� �
���$ 	 �
�
��
 f ′′(x) = 0
��� �� ������	���� ,%��� ���%��� 	� 
#����$ ��
 �
��� 2�����#�"

#� ������� y = f(x) ��

%���� ���%� #�
!���	� �
���$ 	 �
�
"

��
 f ′(x) = 0 ��� �� ������	���� :� 
#��# ���!�$ ��
 ���
	��

f ′(x) = 0 %
����
���# %�� ������� 2�����#�#� �� �	������� 3��"

�
����
$ ��	����	� ���� 	�
�
�  �
��	
%�
� 	 ���
�
�
� �
���

��%
����
��
 %�� ������� 	 2�
� �
���  ��������

4����������� � �%�����
#� ��#������ �	������$ �� ��#��$

������� f(x) = x4$ � �
�
�
� f ′′(0) = 0$ �
  ������� 	 �
��� x = 0
���$ ��� ��� f ′′(x) = 12x2 > 0 � ���	�$ � � ��	� 
� �
��� x = 0$
���%
	������
$ ���	�� y = x4 	
������

���"� ! ��� ����������� ��������
�� ����	
�
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�
� �����
�� � ��
��

 y = f(x) 	

����� x0�

:����#�� � ������� ������� y = f(x)$ ��
���!���
#� ��

���� I$ � ������	�# �� 
��
	���� ��
��#� ' 	%
�� ������� ���"

�� f ′′(x) ����� ���� ,�#���#$ ��
  ��  ���

%� ����� �
��� P1 �

P2 	�
���  �
��	
%��� f ′′(x) #����� ����� 5���# 
����
#$ �#���

#���
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������� y = f(x) %������������#� 	 �
��� x0 � �#��� 	�
���
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��	
%��� f ′′(x) 	 ���
�
�
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������
��� �
��� x0 ���������$

#
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��� x0�� 5
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x0 	�
���  �
��	
%��� f ′′(x) #����� ����$ �
 ������� y = f(x)
�#��� 	 �
��� x0  �������

4���$ �  
#
���  ��	
� �	
��  �
��	
%�
� ������� f(x)
�����%����� �� #
�
�
��
��� � 2�����#�#$ �  
#
��� 	�
�
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�� 	� ���
���$ 	
����
��� �  �������

������ �� 4����%
	��� �� 	� ���
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��� �  ���"

��� ������� y = x3e−x ������%
	����� ����� �� #
�
�
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��� �

2�����#�#��

�������� 1��%�# 	�
���  �
��	
%���@

y′′= (3x2e−x − x3e−x)′ = 6xe−x − 3x2e−x − 3x2e−x + x3e−x =
= e−x(6x − 6x2 + x3) = xe−x(x2 − 6x + 6).

1��%�# �
���$ 	 �
�
��
 f ′′(x) = 0 � 
%
���������� ��  ��������

5�� ��� e−x �= 0$ �
 f ′′(x) = 0  �� x1 = 0 � 	 �
���
 x2,3 = 3±√
3$

�	�����
�� �
���#� ���	����� x2 − 6x + 6 = 0� )��
���#  
��"

�����#� �
���#� 
������ 
 ��%������ ������� �� �����	��� �


 ��%���# ���� f ′′(x) �� ��!%
# �����	���� )��������� ������#

	 �������

x �"∞$-� - �-$�"
√

3� �"
√

3 ��"
√

3$�A
√

3� �A
√

3 ��A
√

3$A∞�

f ′′ B - A - B - A

f :� ���� - :
����� :� ���� :
�����

>��  ���

%� ����� �
��� x1$ x2 � x3 ���� f ′′(x) #�������$ ���%
"
	������
$ ������� y = x3e−x �#��� 	 2��
 �
���
  �������

:������# �������� ������� 	 �
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  ������� � �� 
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	�%���
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 �����%
	���� ��
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��� ����� H�� : ����������  
����# ������ ��%���
� �������
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��	



)��� ��

4�  ��	�%���
�
  ��#��� 	�%�
$ ��� ����������
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� x0� �	�� f ′(x0) = 0�
� f ′′(x0) �= 0�
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 x0 ������� ����� ����

���� �
 f ′(x0) = 0� � f ′′(x0) < 0 ����	�
 	 ������
���� ����
 	��

������� �� ������
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$��� 34 $��� 3�
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3� y = ax ����� 33�� y = loga x ����� 36��

$��� 33 $��� 36

y = 0 5 ����!�����"��
 x = 0 5 	
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6� y = tg x ����� 37�� y = ctg x ����� 3���
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x = ±π
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7� y = arctg x ����� 3��� y = arcctg x ����� 30��
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y = ±π
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 ������* y = ± b
ax ����� 31��

$��� 31

���-� %�
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lim
x→x0−0

f(x) = ∞ ��� lim
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 x = x0 )� 
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��� y = f(x) ����� 34� 3�� 37 � 3���
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lim
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 y = kx + b )� 
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lim
x→+∞

f(x)
x = k� lim

x→+∞ (f(x) − kx) = b.
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 ��������� ��� x → −∞ ��*� ���
 ����������� :��
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�
� �� � �� �
 ����������

;��
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lim
x→0−0

(e1/x − x) = e−∞ − 0 = 0;

lim
x→0+0

(e1/x − x) = e+∞ − 0 = +∞.

- ����
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��
 x = 0 5 	
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� �����


lim
x→∞

e1/x − x
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x→∞
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e1/x/x − 1

)
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x→∞ (e1/x − x + x) = lim

x→∞ (e1/x) = e0 = 1.
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3� lim
x→−∞ f(x) = −∞� lim

x→−1−0
f(x) = −∞� lim

x→−1+0
f(x) = +∞�

lim
x→1−0

f(x) = −∞� lim
x→1+0

f(x) = −∞� lim
x→+∞ f(x) = +∞�

6� 8����� ������� ��

� ��������' ��������� y = x�
7� f ′(0) = 0� f ′(−2) = 0� fmax(−2) = 3�
�� - ����
 x = 0 ������
 ��

� �
�
��)� ��� #��� f(0) = 0�
�� ?��	�
��
 f(x) = 0 ��

� ����� x1 = 0� x2 = 1.5�
����
	�� =! �
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��


���



x = −1 � x = 1 
	�
'��
 	
������"���� ����������� ��������

�������� .������� #�� ��
��
 � �� ����	���� !� ����* ��
 
�

��	 �!�)��!�� ��	
 
��
 ������� 	)��!� 	
������"��* ��������

� ��� x → ±∞ ����� 64��

$��� 64 $��� 6�
.������� ��
��' y = x� 
	�
'&�'�
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"� D(y) = (−∞, 0) ∪ (0, +∞)� ����� f(−x) = −f(x)�
#� lim

x→0+
f(x) = −∞� lim

x→+∞ f(x) = 1�

�� $
������% 
�� �
�
 ��
�
&� fmax(2) = 3� ����� f ′−(2) = 0� f ′

+(2) = −1�
'� f ′′(x) < 0 	�� x ∈ (0, 2) � f ′′(x) > 0 	�� x ∈ (2, +∞)�
(� f(x) = 0 ��� x = 1
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x→∞
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x→∞
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x→∞

(
1
3
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)
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b = lim
x→∞ (f(x) − kx) = lim

x→∞ ( 3√
x2 − x + x) = ∞ ⇒
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3 3
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�����	����� � ����

% & � ' �����	��
��� +�
��
����� �
���
���
 ���	�
��
������ �
������ ��
���
 ����� �'�� ��� ���
����
��� �
��������� ��
���
 ��
� � �
� f(−1) = 2 ����� �(��

���� /����	��

� ������� y = x3

(x − 1)2
� ���
���
�

��
����

��������

"� D(y) = (−∞, 1) ∪ (1, +∞)�

#� )
� �
� f(−x) = (−x)3

(−x − 1)2
= − x3

(x + 1)2
�� ���	��

����

��� f(−x) �= f(x) � f(−x) �= −f(x)� 
� ������� �� �����
�� ��
��
���� �� ����
���� A�
��� ��  �
��� �� � ��
�

�� lim
x→−∞ f(x) = lim

x→−∞
x3

(x − 1)2
= −∞�

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

x3

(x − 1)2
= 1

+0 = +∞,

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

x3

(x − 1)2
= 1

+0 = +∞,

���



lim
x→+∞ f(x) = lim

x→+∞
x3

(x − 1)2
= +∞.

)
�� ���
+� � � 
���� x = 1 � ��
  ��
� �
+��� �
����� ���
	
� 
 ��� 
� x = 1 �����
�� ���
��
����� 
�� �
�
�� ��
���
�
A���+��

����% 
�� �
�
 ��
��� ������� �� � ��
�

&� 5����� ������ � �����
���
��� �
������% 
�� �
�
!

k = lim
x→∞

f(x)
x = lim

x→∞
x2

(x − 1)2
(∞∞)

= lim
x→∞

2x
2(x − 1)

(∞∞)
= 1,

b = lim
x→∞ [f(x) − kx] = lim

x→∞

[
x3

(x − 1)2
− x

]
=

= lim
x→∞

x3 − x(x − 1)2

(x − 1)2
= lim

x→∞
2x2 − x
(x − 1)2

(∞∞)
=

= lim
x→∞

4x − 1
2(x − 1)

(∞∞)
= 4

2 = 2.

)
�� ���
+� � y=x+2 �����
�� �
������� 
�� �
�
�� ��
���
�
0 ���
� �����	����% �����	��
���  �1�� �	��

� ������

�
������ ��
���
 ����� �3��
'� /����	�� ������� �
  ���
�����
� � -��
�� � !

f ′(x) = 3x2(x − 1)2 − x3 · 2(x − 1)
(x − 1)4

=

= 3x2(x − 1) − 2x3

(x − 1)3
= x2(x − 3)

(x − 1)3
,

f ′(x) = 0 ��� x1 = 0 � x2 = 3 * ���
������� 
����� 5 
����
x = 1 ����+��	�
� �� �����
���
� �� -

 
���
 ��  �1�
 ��
�
���
�������� 

� �
� ������� � ��� �� ����	����
� .
+���� ���
Ox ���
������ � 
���
 � � 
���
 � �
+���
 �
 ��
���
�� �
+
����� 

�����

x ��∞�8� 8 �8�"� " �"��� � ���9∞�

f ′(x) 9 8 9 $�
 : 8 9

f(x) ↘ 8 ↘ $�
 ↗ 27
4 ↘
;<=

/����	��
��� ���
+
��� �
� � 
���� x = 0 -��
�� � 
 ��
� 
 �
�
�

����
� ����
	
�
 � ���� Ox�

(� $
�	� f ′′(x) � �����	�� ������� �
 ��������
�� ���
���
��
� � �������!

���



.��� �3 .��� �B

f ′′(x)= (3x2 − 6x)(x − 1)3 − (x3 − 3x2) · 3(x − 1)2

(x − 1)6
=

= (3x2 − 6x)(x − 1) − 3(x3 − 3x2)
(x − 1)4

= 6x
(x − 1)4

,

f ′′(x) = 0 ��� x = 0� 5 
���� x = 1 �
��
� ����+��	�
� �� ���
���
���
� �� -

 
���
 ��  �1�
 ��
� 
����� �������
� 

� �
�
������� 
����
 � ��� �
+���� C
����� 

�����

x ��∞�8� 8 �8�"� " �"�9∞�

f ′′(x) : 8 9 $�
 9

f(x) 5�����
 8 5����

 $�
 5����



)
�� ���
+� � � 
���� x = 0 ��
��� ������� � ��
 �����
����

���
��� ��
��� �� ��+���



 ����� �����	������ ������
	��
��� ����� �B��

��	� ������
� �����	��
��� � ���
���
� ��
��� �������
y = x

lnx
�

��������

"� D(y) = (0, 1) ∪ (1, +∞)�
#� lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+

x
lnx

= +0−∞ = 0�

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

x
lnx

= 1−0 = −∞,

���



lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

x
lnx

= 1
+0 = +∞,

lim
x→+∞ f(x)

(∞∞)
= lim

x→+∞
1

1/x
= +∞.

)
�� ���
+� � � 
���� x = 1 �
+�

.��� �D

��� �
����� ��	
� 
 ��� 
� x = 1 �����
��
���
��
����� 
�� �
�
�� ��
���
� A����
+��

����% 
�� �
�
 ��
��� ������� ��
� ��
�

�� 5����� ������ � �����
���
���
�
������� 
�� �
�
� ��� x → +∞!

k = lim
x→+∞

f(x)
x = lim

x→+∞
1

ln x
= 0.

)
�� ���
+� � �
������% 
�� �
�
 ��
�
0	��
� �
������ ��
���
 ����� �D��
&� /����	�� ������� �
  ���
�����
� � -��
�� � !

f ′(x) =
lnx − x · 1

x

ln2 x
= lnx − 1

ln2 x
,

f ′(x) = 0 ��� x = e * ���
�����
� 
���
� 5 
���� x = 1 ����+��	�
�
� �� �����
���
� �� -

 
���
 ��  �1�
 ��
� ���
�������� 

�
�
� ������� � ��� �� ����	����
� C
����� 

�����

x �8�"� " (1, e) e (e, +∞)
f ′(x) : $�
 : 8 9

f(x) ↘ $�
 ↘ e ↗
;<=

7
���� ��
��� ������� � ���
� �����	������ �����	��
���
����� &8��

'� �����	� �����	��
��� �
 ��������
�� �����
��
� � ���
�����!

f ′′(x) =
1
x ln2 x − (lnx − 1) · 2 lnx 1

x

ln4 x
= 2 − lnx

x ln3 x
,

f ′′(x) = 0 ��� x = e2� C
����� 

�����

x �8�"� " �"�e2� e2 �e2, +∞�

f ′′(x) : $�
 9 8 :

f(x) 5�����
 $�
 5����

 e2

2 5�����


�������

���



���
��� ��
��� ������� y = x
lnx

�
 �����
��� ����� �����	���

���� �����	��
��� ����� &"��

.��� &8 .��� &"
��
� ������
� �����	��
��� � ���
���
� ��
��� �������

y = cos 2x
cos x �

��������

"� E������ ����	����
 ���	� +
 ���������� 
����
x = π

2 + nπ� n ∈ Z� � ��
���% cos x = 0� E������ �����	�����
� �
�����	� 2π� 5� ���% 
���
% ���
�
� ����	������ f(−x) = f(x)�
���	��

������ ������� ��
�
� � �� ��
��� ��  �
����� �
���
��
����� ��� Oy�

5 ���� �����	�����
� ������� � ��
 � ��� ������
� �� ���
���	��
���� �
��� ��� �
 ��
���
�� (−π

2 , 3π
2 )� ���
���
� ��
���

������� �
 -
� ��� �1�
�� � +

� �����	������ ���	��1�
�
��� �
 ��� �������� ����

#� $
�	� �	���
������� ���	��� ������� � 
���
% �
+���
�
 �
 ��	������ ��� �1�
��!

lim
x→−π

2
+0

cos 2x
cos x = −1

+0 = −∞, lim
x→π

2
−0

cos 2x
cos x = −1

+0 = −∞,

lim
x→π

2
+0

cos 2x
cos x = −1−0 = +∞, lim

x→3π
2
−0

cos 2x
cos x = −1−0 = +∞.

)
�� ���
+� � � 
���
% x = −π
2 � x = π

2 � x = 3π
2 �������


����
 �
+��� �
����� ��	
� 
 ��� �� x = ±π
2 � x = 3π

2 �����
��
���
��
���� � 
�� �
�

 � ��
���
 ��������

���



�� @����	��� ����+��

����% � �
������% 
�� �
�
 ��
���
������� �� � ��
� $
 �����
��� �����	������ �����	��
��� �+���
�
+� �%� 

���� ����	���� ������� � �����
���
�% 
���� �
+�
���
 ����� &#��

&� /����	�� ������� �
  ���
�����
� � -��
�� � !

f ′(x) = −2 sin 2x cos x + cos 2x sinx
cos2 x

=

= −4 sinx cos2 x + (cos2 x − sin2 x) sinx

cos2 x
= −3 sinx cos2 x + sin3 x

cos2 x
,

f ′(x) = 0 �
 ��� �1�
�� (−π
2 , 3π

2 ) � 
���
% x1 = 0 � x2 = π�
C
����� 

�����

x ��π2 �8� 8 �8�π2 �
π
2 �π

2 �π� π �π�3π
2 �

f ′(x) 9 8 : $�
 : 8 9

f(x) ↗ " ↘ $�
 ↘ −1 ↗
;>? ;<=

0	��
� �
������ ��
���
 �� �����	���� � �����	��
���
����� &���

.��� &# .��� &�
'� 7��	� �� � 
� � �
� ��
��� �� � ��
 
���� �������
� 5

�
 � 	����

f ′′(x) = −3 cos4 x + 3 sin2 x cos2 x + 2 sin4 x
cos3 x

= −3 cos2 x + 2 sin4 x
cos3 x

.

@����	��� f ′′(x) �= 0 ⇒ 
���� �������
 ��
� $
 ��
���
�� (−π
2 , π

2 )
f ′′(x) < 0� 
� ��
� ����
� ������
� �
 ��
���
�� (π

2 , 3π
2 ) f ′′(x) > 0�

����
� �����

� $
 ���� &� ��
��� 

�� � �+���
1���
(� $
�	� 
���� ����������� ��
���
 � ���� Ox� 7�
������

cos 2x
cos x = 0 �
 ��
���
�� (−π

2 , 3π
2 ) � ��
 ��
��� �����! x1 = −π

4 �
x2 = π

4 � x3 = 3π
4 � x4 = 5π

4 �

���



A�
��� ������� y = cos 2x
cos x � ���
� -
��� �
������� �

�����	�����
� ������� �+���
1�� �
 ���� &&�

.��� &&
���� ������
� �����	��
��� � ���
���
� ��
��� �������

y = arcsin 2x
1 + x2 �

��������

"� )
� �
�

∣∣∣∣ 2x
1 + x2

∣∣∣∣ � 1 ∀x ∈ (−∞, +∞)� 
� ������� �����

	����
 �
 ���� �������� ���� @����	��� f(−x) = −f(x)� ���	��
�

������ ��
��� ��  �
����� �
����
����� �
�
�
 ����	��

�

#� lim
x→±∞ arcsin 2x

1 + x2 = arcsin 0 = 0 ⇒ ��� 
� y = 0 * �����
+��

���
� 
�� �
�

�

�� 5��
��
����% � �
������% 
�� �
�
 ��
��� �� � ��
�
&� /����	�� ������� �
  ���
�����
� � -��
�� � !

f ′(x)= 1√
1 − ( 2x

1+x2 )2
2(1 + x2) − 4x2

(1 + x2)2
= 1 + x2√

(1 − x2)2
2(1 − x2)
(1 + x2)2

=

= 2(1 − x2)
|1 − x2|(1 + x2)

=

⎧⎨
⎩

2
1 + x2 � ���� |x| < 1,

− 2
1 + x2 � ���� |x| > 1.

5 
���
% x = ±1 ����+��	�
� �� �����
���
� �� ������� ����	��
���
� ��-
� � x = ±1 * ���
������� 
�����

)
� �
� ������� ����
�
�� 
� 	��


���� ������
� �����	��
�
��� 
����� �
 [0, +∞)� C
����� 

�����

x F8�"� " �"�9∞�

f ′(x) 9 $�
 :

f(x) ↗ π
2 ↘

;>?

��	



'� /����	�� ������� �
 ��������
�� �����
��
�� �������!

f ′′(x) =

⎧⎨
⎩
− 4x

(1 + x2)2
� ���� |x| < 1,

4x
(1 + x2)2

� ���� |x| > 1,

f ′′(x) = 0 � 
���� x = 0� � 
���
% x = ±1 �
��
� ����+��	�
� ��
�����
���
� C
����� 

�����

x 8 �8�"� " �"�9∞�

f ′′(x) 8 : $�
 9

f(x) 8 5�����
 π
2 5����



7����
�


���


5 ���� ��  �
��� ��
���
 �
���

.��� &'

��
����� �
�
�
 ����	��

 �����
��� � 
���� x = 0 � ��
 ��������
A�
��� ������� �+���
1�� �

���� &'�

���� ������
� �����	��
��� � ���
���
� ��
��� �������
y = sin 2x − x�

��������

"� D(y) = (−∞, +∞)� f(−x) = sin(−2x) − (−x) =
= − sin 2x + x = −f(−x) ⇒ ������� ����
�
� �� 

�� ���
+� �
�� ��
��� ��  �
����� �
����
����� �
�
�
 ����	��

�

#� lim
x→−∞ (sin 2x − x) = +∞� lim

x→+∞ (sin 2x − x) = −∞�

�� )
� �
� ������� ����	����
 �
 ���� �������� ���� 
� ��
��
��� ���
��
����% 
�� �
�
 �� � ��
� 5����� ������ � �
�
����� �
������� 
�� �
�
� y = kx + b!

k = lim
x→∞

f(x)
x = lim

x→∞
sin 2x − x

x = lim
x→∞

(
sin 2x

x − 1
)

= −1,

b = lim
x→∞ (f(x) − kx) = lim

x→∞ (sin 2x − x + x) * ���	�� �� �����
�
���
� ���	��

������ ��
��� �
������% 
�� �
�
 �� � ��
�

���



�� ��������� 	�
��
� 
� ��
���

���� 
 ����������
f ′(x) = 2 cos 2x − 1� f ′(x) = 0 � ������� ��� cos 2x = 1

2 ⇒
⇒ 2x = ±π

3 + 2πn ⇒ x = ±π
6 + πn� ��� n = 0,±1,±2, ...

���
� �������� �
��

�
�� � 

!����� ��
�
����
� ���
��� "��������#�� ����$
��� "������������
���

{π

6 + πn} 
 {−π
6 + πn}

������ %�"��� � 
��
�


���������� � ��
� ����
��� ��&
� � "���'�� ����
���� ��������
��� �����
�
# ("� )�)*+� , ���$ ���
��� �-#�

� �
�� ����
��$ "��
����
�$ f ′′(x) =
= −4 sin 2x � ��
�
����
�
�������

f ′′(π
6 + πn) = −4 sin(π

3 + 2πn) = −2
√

3 < 0 ⇒
⇒ � ������ x = π

6 + πn 	�
��
# y = sin 2x − x 
���� ����
����

f ′′(−π
6 + πn) = −4 sin(−π

3 + 2πn) = 2
√

3 > 0 ⇒
⇒ � ������ x = −π

6 + πn 	�
��
# y = sin 2x − x 
���� �


����
.� /�$��� ����
 "����
�� ���	
��� f ′′(x) = 0 � ������ x =

πn
2 � 0�
 "������� ����� ��
 ����
 f ′′(x) 
���
#�� �
��� ��������
����
�� � ������ x = πn

2 	�
��
# y = sin 2x − x 
���� "����
��
1��	
� 	�
��

 
�����!�
 
� �
�� � �
���� 0� ���	
�� 	�
��

 y = f(x) (�
�� �2+ 
������
��

������
�
� ���	
� "��
����
�$ f ′(x)�

�
�� �2

���



�������� % ������ M1 
 M3 ��������
�# "��������
� ��

Ox ⇒ f ′(c1) = 0 
 f ′(c3) = 0� 3�� ��
����� ��� ���	
� 	�
��


f ′(x) "��������� ��� Ox � ������ x = c1 
 x = c3� % ����� M4 ����
	
�� ��������
�# "��"�
�
���#�
� ��
 Ox ⇒ f ′(c4) = ∞� � ���
��
������ ��� "�#��# x = c4 #��#���# ����
����
�$ ��
�"����$
���	
�� f ′(x)� /� "����!����� (a, c2) 
 (c4, b) ��
��# y = f(x)
�-"���� ⇒ f ′(x) 
� ��
� "����!����� ��-����� /� "����!���
�� (c2, c4) ��
��# y = f(x) ���
��� ⇒ f ′(x) 
� ���� "����!����
����������� 0�
 "������� ����� ����� "����
�� M2 �����# "��
��
���
�# f ′′(x) ��
#�� �
�� � (−) 
� (+)� �����������
�� 	�
��
#
f ′(x) 
���� � ����� c2 �


���� 1��	
� "��
����
�$ f ′(x) 
����
��!�
 
� �
�� �4�

�
�� �4

���	� 0� ���	
�� "��
����
�$ f ′(x) (�
�� �5+ 
������
��
������
�
� ���	
� 	�
��

 y = f(x)�

�
�� �5

���



�������� f ′(c1) = f ′(c3) = f ′(c5) = 0� � ����� x = c2 "���

����
�# 
� ��'�������� ���
� �������� x = c1� x = c2� x = c3


 x = c5 6 ��
�
����
� ����
 	�
��

 y = f(x)� 0�
 "������
�� ����� ����� x = c1 "��
����
�# f ′(x) �
��� 
� 
���
#��� 
�
�����������
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# y = f(x) 
���� ���������� ����
��� �
����� x = c2 (f ′(x) 
���
#�� �
�� � (+) 
� (−)+� �


��� � �����
x = c3 (f

′(x) 
���
#�� �
�� � (−) 
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��� ����
��� � �����
x = c5 (f ′(x) 
���
#�� �
�� � (+) 
� (−)+� 7�
��
# f ′(x) ��-����

� 

�������� (a, c1) 
 (c4, b)� �����������
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� ��
� "����!���
��� ��
��# y = f(x) �-"����� /� 

�������� (c1, c2) 
 (c2, c4)
f ′(x) ����������� 
� �����������
�� ��
��# y = f(x) 
� ��
� "���
��!����� ���
���� % ������ x = c1 
 x = c4 	�
��
# y = f ′(x)

���� ��������� ⇒ f ′′(c1) = 0 
 f ′′(c4) = 0� 0�
 "������� �����
��
 ����
 f ′′(x) 
���
#�� �
�� ⇒ � ������ x = c1 
 x = c4 	�
��
�
# y = f(x) 
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f(x) = 3

√
(x2 − 2x)2 
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2 , 3
2 ]�
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�# 
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f ′(x) = 2

3(x2 − 2x)−1/3(2x − 2) = 4
3

x − 1
3
√

x2 − 2x
.
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� <���
�
�� f ′(x) = 0 "�

x = 1� % ������ x = 0 
 x = 2 "��
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�
�
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2 , 3
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 � ������ x1 = 0�

x2 = 1 
 
� ��
��� "����!���� [−3
2 , 3

2 ]�

f(0) = 0� f(1) = 1� f(−3
2) = 3

√
21
16 � f(3

2) = 3
√

9
16 .

����� f(0) = 0 6 
�
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�&��� f(−3
2) = 3

√
21
16 6 
�
����&�� �
����



# 	�
��

 y = (x2 − 2x)2/3 
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V = 1
3πr2 · h.

��� ��� ���� ������
�� � ������ 
����� �-���� h ��
���� 
������
�
�� �-���
�� r2 ����� h� 0� ������� 0
	����� r2 = R2−(h−R)2
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V = 1

3π(R2 − (h − R)2)h = 1
3π(2Rh2 − h3).
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 V (h) = 1

3π(2Rh2 − h3) 
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V ′(h) = 1

3π(4Rh − 3h2) = 1
3πh(4R − 3h),

������ V ′(h) = 0 "�
 h1 = 0 
 h2 = 4
3R� ��� ��� V (0) = V (2R)
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I = c · sinα
r2 ,

��� c 6 �
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#
����$B r 6 ������#
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��� ��� sinα = h
r � ��� r =

√
h2 + a2� ��

I = c · h√
(h2 + a2)3

� ��� 0 < h < +∞.
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I ′(h) = c
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(h2 + a2)3/2 − 3

2(h2 + a2)1/2 · 2h2

(h2 + a2)3

)
= c a2 − 2h2

(h2 + a2)5/2 ,
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 h = a√
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Q = r · I2� ��� I = E
R + r .

��������� 	�
��
� Q(r) = r E2

(R + r)2
� ��� 0 < r < +∞� 
� ����

�������

Q′(r) = E2 (R + r)2 − 2r(R + r)
(R + r)4

= E2 R − r
(R + r)3

,

Q′(r) = 0 "�
 r = R� <���
�
�� Q′(r) > 0 "�
 r < R 
 Q′(r) < 0
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 r > R� ���
� �������� 	�
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 logy x = x� ��� x > 0� y > 0�
y �= 1� ������ x = yx 
�
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 y = x1/x�
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� � �
�� y = e
ln x
x � 7�
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x > 0�

lim
x→+∞ e

ln x
x = e

lim
x→+∞

ln x
x = e

lim
x→+∞

1
x = e0 = 1,

lim
x→0+

e
ln x
x = e−∞ = 0

��������� 	�
��
� 
� ���������� y′ = e
ln x
x 1−ln x

x2 B y′ = 0
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 x = e� 0�
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)� f ′(x) > 0� f ′′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b)�
:� f ′(x) > 0� f ′′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b)�
*� f ′(x) < 0� f ′′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b)�
�� f ′(x) < 0� f ′′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b)�
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 y = f(x)� ����
�������#�'�$ ����
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)� D(y) = (−∞, 2) ∪ (2, +∞)�
:� lim

x→−∞ f(x) = +∞, lim
x→+∞ f(x) = 0,

lim
x→2−0

f(x) = +∞, lim
x→2+0

f(x) = −∞.

*� fmin(1) = 3� "�
 ���� f ′(1) = 0�
�� ����� "����
�� 
���
.� f(0) = 4�

��� �������
�� ������
�
� ���	
� 	�
��

 y = f(x)� ����

�������#�'�$ ����
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)� D(y) = (−∞, 0) ∪ (0, +∞)�
:� lim

x→−∞ f(x) = −∞, lim
x→+∞ f(x) = +∞,

lim
x→0−

f(x) = +∞, lim
x→0+

f(x) = +∞.

*� y = x − 1 6 
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�# ��
�"�����
�� fmin(2) = 4� "�
 ���� f ′(2) = 0�
.� x = −3 6 ����� "����
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)� D(y) = (−∞, +∞)�
:� lim

x→−∞ f(x) = −∞� lim
x→+∞ f(x) = 1�

*� fmax(0) = 0� "�
 ���� f ′−(0) = +∞� f ′
+(0) = −∞;

fmin(1) = −2� "�
 ���� f ′(1) = 0;
fmax(3) = 4� "�
 ���� f ′(3) = 0.

�� x = 2 
 x = 5 6 ����
 "����
�� ���	
��� "�
 ���� f(2) = 0�
f(5) = 2�

.� f ′(2) = +∞�
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��� y = x3 − 3x2 
��� y = (x + 1)(x − 2)2


��� y = x2(x + 2)2 
��	� y = x
5 + 5

x


���� y = x
x2 − 1


���� y = x2

1 − x


��
� y = x2 + 2x + 4
x + 2 
���� y = x3

2(x + 1)2


���� y = (x − 1)2

x2 + 1

��
� y =

(
1 + x
1 − x

)4


���� y = x · ex 
���� y = ex

x

���� y = x2e−x 
��	� y = e1/x − x


���� y = ex2−2x 
���� y = e
1

x2−2x


��
� y = ln(1 + x2) 
���� y = x − lnx


���� y = 1
lnx


��
� y = lnx
x


���� y = x + sinx 
���� y = x · sinx

���� y = etg x 
�
	� y = ln cos x

�
�� y = x + arctg x 
�
�� y = x · arctg x


�

� y = (x − 3)
√

x 
�
�� y = x2/3

x + 2

�
�� y =

√
x3 + 1 
�

� y2 = x3 + 1


�
�� y = 2x − 3 3√
x2 
�
�� y = 3

√
x + 2 − 3

√
x − 2


�
�� y = x − 2
3
√

1 + x2

��	� y = 3√2x2 − x3


���� y = x1/x 
���� y = (1 + x)1/x


��
� y = arccos 1−x2

1+x2 
���� y = arcsin 1−x
1−2x

��	
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���� y = 1

4x4 − x3 + x2 [−1, 4] 8 
 ) B

��
� y = x − 2

√
x [0, 9] �) 
 *B


���� y = x 3
√

x − 1 [−7, 2] −3
8

3√2 
 )�B


���� y = ln2 x
x [1e , e] 8 
 eB


���� y = sin 2x − x [−π
2 , 0] −

√
3

2 + π
6 
 π

2 B

��	� y = 2 tg x − tg3 x [−π

3 , π
3 ] −2 
 :B


���� y = arctg 1 − x
1 + x [0, 1] 8 
 π
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1. f = 24 − 2
3v + 1

30v2 6 
� ����&�� &����B

2. f = 28 − 1
4v + 1

50v2 6 
� "����� &����B

3. f = 17.5 − 1
40v2 6 
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�
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4. f = 29 − 2
3v + 1

15v2 6 
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4v + 1
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