ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
1. Основные понятия теории дифференциальных уравнений
Опр. Дифференциальным уравнением называется уравненние, содержащее независимую    

         переменную х, функцию у(х) и ее проиводные. 

Если искомая функция у = f(х) есть функция одной независимой переменной, то 

         дифференциальное уравнение называется обыкновенным.

Опр. Порядок диф. ур-ия определяется порядком старшей производной, входящей в 

         уравнение
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 - 1-го порядка,
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 - 3-го порядка.

Опр. Решением диф. ур-ия 
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 называется любая функция 
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        условии, что при подстановке этой функции и ее производных в ур-ие  - это 

        уравнение обращается в тождество. 

График функции 
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 называется интегральной кривой  уравнения      
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Процесс нахождения решения диф. ур-ия называется интегрированием этого уравнения. В теории диф. ур-ий изучаются методы интегрирования диф. ур-ий. Основная задача интегрирования диф. ур-ия состоит в нахождении всех решений этого уравнения и изучения их свойств.
Пример. Уравнение 
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 имеет семейство решений 
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 - интегральные кривые  - параболы. Все решения – элементарные функции.

3. Дифференциальные уравнения 1-го порядка
3.1 Основные понятия и определения
Опр. Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, 

         связывающее независимую переменную, искомую функцию и ее первую    

         производную.

Дифференциальное уравнение первого порядка может быть задано в 3-х формах
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 - дифференциальная.

Одно и то же уравнение можно выразить во всех трех формах:
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 - дифференциальная.
Опр. Решением диф. ур-ия называется любая дифференцируемая функция  у = у(х),

          которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество. Интегралом

          уравнения называется его решение, полученное в неявном виде Ф(х,у) = 0.

Каждое диф. ур-ие 1-го порядка имеет бесконечное множество решений. Все это множество можно описать одной функцией, которая называется общим решением или общим интегралом диф. ур-ия. Из этого множества можно выбрать конкретное(частное) решение, если задать начальное условие.

Опр. Начальным условием для ур-ия 1-го порядка является задание значения искомой

         функции при заданном значении независимой переменной,т.е. у(х0) = у0.

Опр. Общим решением диф. ур-ия 1-го порядка называется функция у = у(х,С) в обл. Д,

         которая удовлетворяет следующим условиям:

         а) функция содержит одну произвольную постоянную С,

         б) эта функция является решением при любых значениях произвольной постоянной,

         в) при любом начальном условии у(х0) = у0 {(х0, у0)
[image: image15.wmf]Î

 Д} существует единственное

             значение С = С0, при котором решение у = у(х,С0) удовлетворяет заданному

             начальному условию.
Опр. Задача Коши – нахождение частного решения, удовлетворяющего заданному

          начальному условию.

Теорема ( Коши) ( теорема существования и единственности решения диф. ур-ия 1-го порядка)


Если правая часть f(x,y) дифференциального уравнения 
[image: image16.wmf])
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 непрерывна в обл. Д и имеет в этой области непрерывную и ограниченную частную производную 
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 Д проходит и притом только одна интегральная кривая, т.е. задача Коши имеет единственное решение для любой точки (х0, у0)
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 Д.
3.3 Основные типы уравнений первого порядка
3.3.1 Уравнения с разделенными переменными


Простейшим дифференциальным уравнением первого порядка  является уравнение вида     
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, характерной особенностью которого является то, что множителем при dx является функция, зависящая только от х, а множителем при dy является функция, зависящая только от у. Говорят, что в таком уравнении переменные разделены, а само уравнение называется уравнением с разделенными переменными.

Решение таких уравнений заключается в почленном интегрировании левой и правой его частей 
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Пример. Решить уравнение 
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Методы решения рассматриваемых ниже уравнений ( кроме уравнений в полных дифференциалах) представляют собой способы сведения этих уравнений к уравнениям с разделенными переменными.
3.3.2 Уравнения с разделяющимися переменными
Опр. Дифференциальное ур-ие 
[image: image26.wmf])

,

(

y

x

f

ó

=

¢

   
[image: image27.wmf]}

0

)

,

(

)

,

(

{

=

+

dy

y

x

N

dx

y

x

M

 является уравнением с разделяющимися переменными, если функции f(x,y) {M(x,y) и N(x,y)} могут быть представлены в виде произведения двух функций, одна из которыз зависит только от х, другая – только от у: f(x,y) = f1(x)f2(y), M(x,y) = M1(x)M2(y), N(x,y) = N1(x)N2(y).

Чтобы решить уравнение с разделяющимися переменными, его нужно свести к уравнению с разделенными переменными ( можно решить в общем виде).

Пример 1. Найти общее и частное решение  
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Заменяем у’ отношением dy/dx. Умножаем обе части уравнения на dx.
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 - общее решение.

Подставим в общее решение начальные условия и найдем С0 и частное решение.
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Пример 2. Найти общее и частное решение  
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Заменяем у’ отношением dy/dx. Умножаем обе части уравнения на dx.
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 - общее решение. Подставим в него М0 и получим частное решение. 
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Пример 3. Найти общее и частное решение  
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Заменяем у’ отношением dy/dx. Умножаем обе части уравнения на dx.
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]C
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6=С
[image: image40.wmf]Þ

 ху=6 – частное решение.


Отметим, что постоянную интегрирования в выражение для общего решния можно вводить в произвольном виде так, как это удобно в конкретной ситуации, например, -С,С/3, lnC,√C, cosC.

Пример 4. 
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Пример 5. 
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Пример 6. 
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Пример 7. 
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Пример 8. 
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Пример 9. 
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4. Дифференциальные уравнения высших порядков
Опр. 
4.1 Общие понятия
Опр. Диф. ур-ием n-го порядка называется ур-ие, которое содержит независимую 

         переменную х, искомую ф-цию у и ее производную n-го порядка. 


Уравнение n-го порядка может быть записано в явной форме, если оно разрешено  относительно старшей производной
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или в неявной 
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Опр. Решением диф. ур-ия n-го порядка называется ф-ция  у = у(х),которая пр

          подстановке в уравнение обращает его в тождество


Каждое диф. ур-ие n-го порядка имеет бесконечное множество решений. Все это множество можно описать одной функцией, которая называется общим решением или общим интегралом диф. ур-ия. Из этого множества можно выбрать конкретное(частное) решение, если задать начальные условия.

Опр. Начальным условием для ур-ия n-го порядка является задание значения искомой

         функции  и ее производных до (n-1)-го порядка включительно  при заданном    

          значении независимой переменной х = х0,т.е.

            
[image: image49.wmf](1)(1)
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Опр. Задача Коши – нахождение частного решения, удовлетворяющего заданным

          начальным условиям.

Опр. Общим решением диф. ур-ия n-го порядка называется функция у = у(х,С1,С2,…Сn)             

         которая удовлетворяет следующим условиям:

         а) функция содержит одну произвольные постоянные, количество которых равно      

          порядку ур-ия ,

         б) эта функция является решением при любых значениях произвольных постоянных,

         в) при заданных начальных условиях произвольные постоянные можно определить

          единственным образом так, что полученное частное решение будет удовлетворять

           заданным  начальным условиям.

4.3 Линейные дифференциальные уравнения высших порядков

Опр. Линейным дифференциальным ур-ием n –го порядка называется ур-ие вида:
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Все производные и сама ф-ция у=у(х) входят в ур-ие в первой степени.
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 - заданные ф-ции, которые непрерывны на некотором отрезке [а,в].
Если 
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 = 0, то ур-ие (1) называется однородным.
Если 
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, то ур-ие (1) называется неоднородным.  

4.3.3 Решение  линейных однородных дифференциальных уравнений n-го порядка с постоянными коэффициентами.

Опр.
Линейным однородным ур-им n-го порядка с постоянными коэффициентами 

называется ур-ие вида
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,            (4.5)

где а1, а2,…,аn – действительные числа.


Это ур-ие является частным случаем ур-ия L(у)=0, поэтому все сказанное выше для ур-ия L(у)=0 применимо и к ур-ию (4.5). Метод решения ур-ия (4.5) был предложен Эйлером. В соответствии с ним решение ур-ия ищется в виде 
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 в ур-ие (4.5) получим
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Ф-ция 
[image: image58.wmf]()
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[image: image60.wmf]0
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и когда k – корень алгебраического ур-ия (4.6).


Ур-ие (4.6) называется характеристическим ур-ием. Это алгебраическое ур-ие n-й степени, оно имеет n корней(считая и равные корни), среди которых могут быть и комплексные.


Рассмотрим основные возможные случаи.

1. Характеристическое ур-ие имеет различные действительные корни k1, k2, …,kn. 

Им соответствуют решения ур-ия 
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. Ф-ции у1, у2,…,уn  при этом линейно независимы и,следовательно, образуют фундаментальную систему решений. Общее решение имеет вид
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Пример. Решить ур-ие 
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Это линейное однородное ур-ие 3-го порядка с постоянными коэффициентами.

Составляем характеристическое ур-ие
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Общее решение имеет вид 
[image: image65.wmf]x
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2. Характеристическое ур-ие имеет действительные корни, среди которых m равны между собой. 

Будем говорить в этом случае, что среди корней характеристического ур-ия имеется один m-кратный корень. Обозначим его через k1. Предположим, что все остальные действительные корни различны. Корням k1= k2= …=km, km+1,…,kn соответствуют решения диф. ур-ия 
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Эти решения линейно зависимы, т.к. линейно зависимы первые m ф-ций(они равны между собой), поэтому они не позволяют получить общее решение.


Можно показать, что корню k1 кратности m будут соответствовать m линейно независимых решений 
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. Рассмотрим n линейно независимых решений 
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. Они образуют фундаментальную систему решений и общее решение имеет вид
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Пример. Решить ур-ие 
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Это линейное однородное ур-ие 3-го порядка с постоянными коэффициентами.

Составляем характеристическое ур-ие
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Фундаментальная система решений  
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Общее решение 
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3. Характеристическое ур-ие имеет простые комплексно-сопряженные корни.


Обозначим эти корни 
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Если все остальные корни 
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Пример. Решить ур-ие 
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Это линейное однородное ур-ие 3-го порядка с постоянными коэффициентами.

Составляем характеристическое ур-ие
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Фундаментальная система решений  
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Общее решение 
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4. Характеристическое ур-ие имеет кратные комплексные корни.


Пусть комплексно-сопряженные корни 
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 являются m-кратными. Если остальные n-2m корней являются действительными, то общее решение диф. ур-ия имеет вид
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Пример. Решить ур-ие 
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Составляем характеристическое ур-ие
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Фундаментальная система решений  
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Общее решение 
[image: image89.wmf].
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4.3.4 Структура общего решения линейного неоднородного дифференциальные уравнения n –го порядка L(у)=f(x)

Вернемся к линейным неоднородным дифференциальным уравнениям n-го порядка (4.1):
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[image: image91.wmf])
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 - заданные ф-ции, которые непрерывны на некотором отрезке [а,в].

Пользуясь линейным дифференциальным оператором, ур-ие (4.1) можно записать 

L(y)=f(x).

Теорема. Если у0 – решение однородного ур-ия L(y)=0, и у1 – решение соответствующего неоднородного ур-ия L(y)=f(x), то сумма у0 + у1 – решение неоднородного ур-ия L(y)=f(x).

Док-во.

По условию L[y0]=0,L[y1]=f(x), поэтому L[y0+y1]=L[y0]+L[y1]=0+f(x)=f(x).

Это значит, что y0+y1 – решение неоднородного ур-ия L(y)=f(x).


Рассмотрим вопрос о построении общего решения неоднородного ур-ия L(y)=f(x).

Структура общего решения неоднородного ур-ия определяется следующей теоремой.

Теорема. Если У – частное решение ур-ия L(y)=f(x), а  
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–общее решение соответствующего однородного ур-ия L(y)=0,  то общее  решение данного неоднородного ур-ия L(y)=f(x) определяется суммой у0 + У:  
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Доказательство аналогично доказательству предыдущей теоремы.

4.3.5 Решение линейных неоднородных дифференциальных уравнений n-го порядка с постоянными коэффициентами.

Опр.
Линейным неоднородным ур-им n-го порядка с постоянными коэффициентами 

            называется ур-ие вида
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 (4.7)

где а1, а2,…,аn – действительные числа.

Поскольку ур-ие (4.7) является частным случаем ур-ия (4.1), то общее решение определяется формулой у = у0 + У, где у0 - общее решение соответствующего однородного ур-ия L(y)=0, а частное решение У неоднородного ур-ия может быть найдено методом неопределенных коэффициентов, который применяется только в тех случаях, когда правая часть ур-ия имеет специальный вид.

Решение  линейных неоднородных дифференциальных уравнений с правой частью специального вида методом неопределенных коэффициентов

Поскольку общее решение ур-ия (4.7) определяется формулой у = у0 + У, где у0 - общее решение соответствующего однородного ур-ия L(y)=0, найдем решение у0 ур-ия (4.5), решив соответствующее характеристическое ур-ие (4.6). 

Частное решение У неоднородного ур-ия может быть найдено методом неопределенных коэффициентов в следующих простейших случаях.
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 где Рn(х) – многочлен степени n.

Если α – не корень характеристического ур-ия (4.6)  , то частное решение 
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  где Qn(x) – многочлен степени n  с неопределенными коэффициентами.

Если α –  корень характеристического ур-ия  (4.6) кратности s, , то частное решение 
[image: image97.wmf]).
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[image: image98.wmf]].
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Если α±βi – не корень характеристического ур-ия, то частное решение  
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 где Ur(x), Vr(x) – многочлены степени r = max[n,m], многочлены степени r, степень каждого из которых равна наивысшей из степеней многочленов Pn(x), Qm(x).
Если α±βi –  корни характеристического ур-ия  кратности s, то частное решение  
[image: image100.wmf]].
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3) Если правая часть ур-ия представляет собой сумму двух ф-ций специального вида 
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 то его частное решение может быть найдено как сумма частных решений 
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Пример 1. Дано ур-ие 
[image: image103.wmf]).
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 Найти общее решение соответствующего однородного ур-ия у0 и записать частное решение У с неопределенными коэффициентами в каждом из следующих случаев: а) 
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Найдем сначала общее решение соответствующего однородного ур-ия    
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Так как характеристическое ур-ие 
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 имеет корни k1=0,

k2 =k3 = -1, то соответствующие им частные решения 
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  и общее решение однородного ур-ия  
[image: image110.wmf]).
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Найдем частные решения У для различных f(x).

а) 
[image: image111.wmf]x
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 где Рn(х) – многочлен степени n=2 (второй степени). 

Так как  α = 3  – не корень характеристического ур-ия   , то частное решение 
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  где Qn(x) – многочлен степени n=2  с неопределенными коэффициентами, имеет вид 
[image: image114.wmf]).
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б) 
[image: image115.wmf]x
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 где Рn(х) – многочлен степени n=0 (нулевой степени). 

Так как  α = -1  – корень характеристического ур-ия кратности s = 2  , то частное решение 
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(

x

Q

e

x

Y

n

x

s

a

=

  где Qn(x) – многочлен степени n=0  с неопределенными коэффициентами, имеет вид 
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 где Рn(х) – многочлен степени n=1 (первой степени). 

Так как  α = 0  – корень характеристического ур-ия кратности s = 1  , то частное решение 
[image: image121.wmf]),
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  где Qn(x) – многочлен степени n=1  с неопределенными коэффициентами, имеет вид 
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Найдем неопределенные коэффициенты, подставив частное решение и его производные
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 в исходное ур-ие 
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой частях равенства

при х1 : 
[image: image125.wmf]255/2.
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Частное решение 
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Общее решение 
[image: image128.wmf]).
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Пример 2. Дано ур-ие 
[image: image129.wmf]).
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 Найти общее решение соответствующего однородного ур-ия у0 и записать частное решение У с неопределенными коэффициентами в каждом из следующих случаев: 

а) 
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Найдем сначала общее решение соответствующего однородного ур-ия    
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Так как характеристическое ур-ие 
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 имеет корни k1=0,

k2 ,k3 = ±i, то соответствующие им частные решения 
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  и общее решение однородного ур-ия  
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Найдем частные решения У для различных f(x).

а) 
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Правая часть специального вида 2)
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sin

)

(

cos

)

(

[

)

(

x

x

Q

x

x

P

e

x

f

m

n

x

b

b

a

+

=


Так как  α±βi = 2 ±3i  не корень характеристического ур-ия, то частное решение  
[image: image138.wmf]],
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 где Ur(x), Vr(x) – многочлены степени r = 1 = max[n,m] = max(0,1), имеет вид 
[image: image139.wmf]].
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Правая часть специального вида 2)
[image: image141.wmf]].
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Так как  α±βi = 0±2i–  корни характеристического ур-ия  кратности s = 1 , то частное решение  
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 где Ur(x), Vr(x) – многочлены степени r = 2 = max[n,m] = max(2,0), имеет вид 
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Пример 3. Решить ур-ие 
[image: image144.wmf]x

e

x

y

y

y

-

=

¢

-

¢

¢

+

¢

¢

¢

2

.

Найдем сначала общее решение соответствующего однородного ур-ия    
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Так как характеристическое ур-ие 
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 имеет корни k1=0,

k2 =1 ,k3 = -2, то соответствующие им частные решения 
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  и общее решение однородного ур-ия  
[image: image148.wmf].

2

3

2

1

0

x

x

e

C

e

C

C

y

-

+

+

=


Найдем частное решение У. Правая часть ур-ия 
[image: image149.wmf])
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 представляет собой сумму двух ф-ций специального вида 
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поэтому частное решение может быть найдено как сумма частных решений 
[image: image151.wmf].
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 Найдем эти решения .

Так как  α1 = 0  – корень характеристического ур-ия кратности s = 1  , то частное решение 
[image: image152.wmf]).
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Так как  α2 = 1  – корень характеристического ур-ия кратности s = 1  , то частное решение 
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Итак  частное решение 
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и его производные 
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подставим в исходное ур-ие и найдем коэффициенты А, В, С.
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Приравняв коэффициенты при одинаковых выражениях от х слева и справа, найдем искомые коэффициенты

при ех : 
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Частное решение имеет вид 
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Общее решение  
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Пример 4. Решить ур-ие 
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Найдем сначала общее решение соответствующего однородного ур-ия    
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Так как характеристическое ур-ие 
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k2 ,k3 = ± 1/2i, то соответствующие им частные решения 
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  и общее решение однородного ур-ия  
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Найдем частное решение У. Правая часть ур-ия 
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 представляет собой сумму двух ф-ций специального вида 
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поэтому частное решение может быть найдено как сумма частных решений 
[image: image172.wmf].
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 Найдем эти решения .

Так как  для первой ф-ции α = 1  – не корень характеристического ур-ия, то частное решение 
[image: image173.wmf].

)

(

1

A

e

x

Q

e

Y

x

n

x

=

=

a


Так как для второй ф-ции   α = 0, β = 1/2  – корень характеристического ур-ия кратности s = 1  , то частное решение 
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Итак  частное решение 
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и его производные 
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 подставим в исходное ур-ие и найдем коэффициенты А, В, С.
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Приравняв коэффициенты при одинаковых выражениях от х слева и справа, найдем искомые коэффициенты:

при ех :  5А = 3 
[image: image178.wmf]Þ

  А = 3/5,

 при cos x/2:  -2В = 0 
[image: image179.wmf]Þ

 В = 0,

при sin x/2: -2С = 2 
[image: image180.wmf]Þ

 С = -1.

Частное решение имеет вид 
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Общее решение 
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